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Предислове къ русскому издано. 


Небольшая книга Уайтхэда не имфетъ, конеч- 
но, въ виду математика-спещалиста, Она обра- 
щена жъ интересующимся математикой скорЪе 
съ точки зрфнЯ ся связи съ остальными точными 
дисциплинами и ея, такъ сказать, прикладного 
значеня. Эта точка зрфнЁя близка и многочислен- 
нымъ русскамъ читателямъ. 

Русская, оригинальная и переводная, матема- 
тическая литература богата прекрасными снещаль- 
ными руководствами, написанными для ТфхЪ, вто 
можеть и хочеть посвятить изученню матема- 
тихи достаточное количество времени, 

Гораздо хуже обстоить съ тЁми, для кого 
математика не представляеть самодовдБюшей цфн- 
ности, кому она необходима, какъ вспомогательное 
средство лля примфнен!я въ естественныхь нау- 
кахъ, разлачныхь отрасляхъ техники и пр. При- 
способленныхь для такихь ифлей руководствъ 
мало и представляютъ они по большей части 
лишь сокращенныя изложешя полныхъ руко- 
водствъ, Въ этомъ смысл+ наша литература сильно 
отстала отъ иностранной, особенно англйской и 
американской. . 

Изучая математику по такимъ механически 
<сокращениымъ руководствамъ, неспещалисты по 
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большей части выносятъ о ней весьма неправиль- 
ное представлен. 

Живая связь идей между собою и сь прим$- 
нешями ихъ — ускользаеть и остается зачастую 
зпечатлВн!е досадной сухости, произвола и ото- 
рванности оть реальныхъ интересовъ менфе от- 
влеченныхь дисциилинъ. 

Съ этой стороны переводъ книжки Уайтхэда 
прияесеть не малую пользу. Въ вей нфтЪ, соб- 
ственно, настоящей математики, ио ней ве- 
возможно изучить предмета. Ла она на это и 
не претевдуеть: вЪфдь, книга представляеть лихих 
лишь „введеще въ математику“, замфнить курса 
ни въ какой степени не стремится. Но общее 
значене математическихь идей, взаимная ихъ 
связь, смысть и происхождене математических 
символов и методовъ — изложены простымъ и 
увлекательнымъ образомъ. 

Нельзя не почувствовать, читая эту книгу. 
что математика далека отъ всякой „сухости“, 
что дБлаютъ ее сухою лись неумфлые, не обла- 
даюпие живою душою, излагатели ея великихь и 
полныхъ глубокаго интереса идей, 

Передъ читателемъ глава за главою пройхутт, 
различные отдфлы математики, какъ элементар- 
ной, такъ и той, которая но старой привычкЪ 
называется высшей. Всф они очерчены лишь слег- 
ка, но въ нихъ выступаетъ на первый нланъ то, 
чего обычно нфтъ въ руковохствахъ: обиця идей 
‘методовъ и престЁдуемыя ими ифли. Постепенно 
зыясняется тБеная логическая и философская 
связь отдаленныхъ, какъ будто, другъ отъ друга 
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методовь, полное отсутств!е произвола въ мате- 
матическихь концепщяхъ, и наконецъ вырисовы- 
вается. общая грандюзная схема одной изъ нели- 
чайшихъ диспиплинъ, созданныхъ человфческимъ 
тешемъ. 

Не будеть. вЪроятно, ошибкою утвержцеше, 
что такая схема является цфлью, къ которой съ из- 
вЪстной степенью мучительности стремятся многе 
изь тьхь, кому требовалось изучить математику 
не для нея самой, а для ея примфненй. Надо 
надЪфяться, что предлагаемая книга будетъ въ со- 
стояи хоть въ. нёкоторой мфрЪ удовлетворить 
такого читателя, а можетъ быть и заронить въ 
немъ новые вопросы и дальнфйшя стремления, 


©. Мойзель. 


Гаава [. 
Отвлеченный характеръ математики. 


'Начинающаго изузать математику всегда ждеть 
ифкоторое разочарованте. Громадпая важность при- 
м8невй, которыя находить эта область звашя, тео: 
ретическй интерест ея идей, логическая точность 
ея методовтъ —все это порождастъ надежду на скорое 
ознакомлене съ ея интересными проблемами. Мы 
знаемъ, что еъ помощью матехатики взвЪшены за фзды 
и соечитаны миллюны молекулъ находящихея въ 
каплф воды. Но эта великая наука, подобно тБни отца 
Гамлета („Она здЬсь, тамъ,--исчезла“), ускользаетъ 
оть везхь попытокъ нашего ума постигнуть ее, а 
то, что мы уже поняли, не даетъ намз, ‘такого 
представлешя о ея призрачноети, какъ о при- 
видфни,—что она „елишкомъ воздушна“ для нащихь 
грубыхъ методовъ, И если насильственныя мфры 
вообще когда-либо позволительны, то ихъ безусловно 
можно примфвить нъ тёиь избитынъ положешямь 
которыя даются на страницахъ нфкоторыхъ элемен- 
тарныхь пособш по математик$. 

Причина, почему математикВ не удаетея оправ- 
дать вееобщихь ожила, заключается въ томъ, чт 
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ея основныя понятя не могутъ быть объяснены 
безъ тфхъ искусственныхъ пруемовъ, которые были 
еозданы съ ифлью облегчить вфрное истолкованше 
ел идей въ частныхь случаяхъ, Вслфлетве этого 
назинающуй оказывается вынужденным заучить 
массу хелкихъ подробноетей, которыя пе освфщены 
какой-нибудь общей идеей. Конечно, техничесяй 
навыкъ являстся нервымъ и необходимымъ усяо- 
вемъ для плодотворной умственной дъятельности. 
Мы не сможемъ поетигнуть музыку стиховъ Миль- 
тона”) или страстные порывы Шелли*), если мы еще 
вынуждены читать слова по складамь и не вполнф 
твердо запомнили очерташя отдфльныхь  буквъ. 
Въ этомъ смысл въ наук нЪтъ царекихъ путей *) 
Но равнымъ образомь ошибочно сосрехоточить ваи- 
ман!е исключительно на техническихъ премахъ, не 
вдаваясь въ обсуждеше общихъ идей, Отеюла бе- 
реть начало путь къ педантизму. 

Предлагаемая книга ставить себЪ пфлью не 
обучать математик, но дать изучающимь ее въ 
самомъ начатБ возможность понять, чфмъ эта на- 
ука занимается и цочему она является необходи- 
мымъ основашенъ точной мысли вь прииБнешяхъ 


) Дкояъ Мильтоль (1603—1671) велвшй антлийся 
поэть-иуританинъ. Прим. перев. 

1} Перси Биси Шелли (1792—1822) —золичавшй! ли- 
рическй поать Авгайш. Прим перев. 

2) Гречесма пиевлель Прокль ралекавываеть, будто ва 
просьбу егадетскаго цвря Птоломея Сотерё неложить ддя него 
теометраю болье ироето, чьмъ ато сдьлано въ знаменитых 
„Началахь“, Ввклидъ отвЪтиль, что въ геометр въть ео- 
кращещааго пути для царей, Прим, ред. 
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ен кт, яплешямъ природы. Что касается немногихъ 
подробвыхъ доказательствъ изл, различныхь обла- 
етей этой отрасли знашя, то они будуть приве- 
дены зл$сь исключительно для примЪфра. При этомъ 
авторъ приложить вс стараим. чтобы сдфлать 
оевовную идею понятной даже въ томъ слутаЪ, 
когда читатель не разбирается въ математическихь 
дЪйстыяхъ и обозначетяхъ. которыя будуть даны 
для иллюстраши. 

Громадное большинство людей впервые знако- 
хится съ математикой черезь ариеметику. Что 
дважды два четыре—обыкновенно принимастея за 
образецъ простого математическато положен{я, ко- 
торое всякому привычно. Ариометика. поэтому 
явится весьма удобнымьъ объектомъ для разсмотр®- 
ня съ цфлью открыть по возможности всф нанболфе 
характерныя черты математики. Сахымъ интерес- 
нымь свойствомь зриометики является то, что она 
примфняется ко всему: къ вкусовымъ ошушенямь 
и звукахъ, къ яблокамт и пигелахь, къ мыслямъ 
и костямъ. Ирирода этихь предметовъ не играеть 
никакой роль относительно вефхъ остается ыфр- 
вымъ положеще, что дважды два четыре. Такамъ 
образомь самой характерной чертой математики 
явлнется стрезлеше ея изучать свойства и поннтйя, 
связаяныя съ преднетами, накь таковыми, и веза- 
висимо отъ кавихъ либо оеобыхъ чувствъ, эхонй 
и ошущенй, которыя они возбуждаютъ. Воть что 
подразумвають, называя математику” отвлеченной 
наукой, 

Сдфланный нами выводъ заслуживаеть внимания. 
Обычно принято думать, что отвлеченная науна не 
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‘можеть икфть большого значешя въ дфлахъ повсе- 
дневной жизни, такт. какъ она упускает, изъ виду 
‘все ‘представляющее ` двйствительный иптерест.. 
. Вепоннимъ, изир., что: Свифть') въ описав и путе- 
` шестыя Гулливера въ Лапуту придерживается двухъ 
мифнШ на этотъ вопросъ. Съ одной стороны онъ 
изображаеть математиковь этой страпы глупыми и 
: безполезными мечтателями, внинаве которыхъ можно 
привлечь лишь хлопушками. Математикъ - портной 
измфряеть рость Гулливера при помощи квадранта, 
остальные же разм$ры строить цосредетвомъ линейки 
и ниркуля; но изготовленный имЪф коетюмъ лежиту» 
очепь плохо. Съ другой стороны математики. Лапуты 
при номощи удивительнаго изобрётешя, — магнит- 
..наго острова, ‘илавающаго въ воздухЪ, —- правили 
страной и ‘сохраняли власть надъ своими подлан- 
ными. Въ дБйствительноети Свифть жилъ въ эпоху, 
коглэ наембшки надъ современными ему математи- 
ками были особенно неумВетны. Ньютонъ тогда 
‘только что напиезлъ свои „РНаеЦа“, книгу, ока- 
завшуюся одной изъ великихъ причинъ мгрового не- 
реворота новой истор!а; съ таканъ же основашемь 
Свифть могъ бы смфяться надъ какимъ нибудь зен- 
летрясещенъ. 

Но одного перечислен:я заслуг математики недо- 
статочно для того, чтобы дать полное иредетавлеще 
объ ея значени. Поэтому будеть не безнолезно по- 
тратит нЪеколько времени и найти ту оеновную 


Эфонатань Овифть (1667 — 45 гу.) гейальный 
англ Асы сатирик, написавийй „Путешествия Гулливера“. 
Цряы. неро, 
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причину, почему математика, иченно яслфлетв!е евоей 
отвлеченности, должна всегда являться однимъ изъ 
наиболфе важныхъ элементовъ знамя. Попытаемся 
понять, почему веякое объяснеше явлешй по необ- 
ходимости стремится стать математическимъ, 
` Поемотримъ, какъ всБ явлешя связаны между 
собой: Когиа мы видимъ молнию, мы ждемъ грома; 
когда мы слышимъ вой вфтра, мы можежь быть увЪ- 
фены, что на морф волны; когда настаеть холодная 
`овень, падаютъ листья. Вездф царетвуеть порядокъ 
‚Я если мы замфтили одви явлешя, мы можемъ пред- 
видЪть, что за ними послфдуютъ лруМя. Задача науки 
соетоить въ томъ, чтобы изучать эту янутреннюю 
связь между явлешями; опа пастойчиво ‘и искусно 
‘стремится показать, что веф явленйя этого зюстоянио 
ифнающагося мра являютея’ лишь частными елу- 
чаями нФеколькихь общихь соотномен, называе- 
мыхъ законами. Цъль научной мысли заключается“ 
въ томъ, чтобы открыть общее въ чаетномъ и неиз- 
мЪнное въ преходящемъ- Съ точки зрЕшя на}ки 
`падеше яблока, вращеше планеты вокругъ солнца 
и притяжене атмосферы землей разематриваются 
макъ. частные случаи закона тяготБня. Эта возмозк- 
_пость распутать наиболфе сложныя и налозамтныл 
звлеШя и свести ихъ къ частным случаямъ дьй- 
›‚етыйя. разныхь неизифиныхь законовь яаляется 
руководящей мыслью’ современной вауки. 
Раземотринъ теперь, каше законы вполиф соот- 
вЪтствують этому научному идеалу: Знакомство еъ 
‚ отдБльныйи явлении окружающего пасъ ира прю- 
“@рЪтается нами черазь нашя ошущешя. Мы видимъ 
ельзийыт; чувствуемь  ввусь и запахъ, зной 
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‘и холодъ, толчокь и раетаране, боль и зудь: Это 
звее лишь наши личныя. чувства; ноя зубная боль 
` не можеть быть вашей--такЪ же, какъ и мое зри- 
тельное воспияте не будеть‘вашимъ. Но мы при- 
“писыраемь происхождеше ‘этихъ ошущенй еоотно- 
‚ нешямъ между предметами, которые образуютъ 
выъшнй мръ. Такъ, напр., зубной зрачъ удаляеть 
не зубную боль; а зубъ. Мало того, мы стреминся и 
весь ипруь представить себЪ какъ олинъ. связанный 
комплекс предметовъ, которые воспринимаются веЪ- 
ми чувствами вефхъ людей. Нфтъ одного ира пред- 
метовъ для моихъ чувствь и другого—для вашихъ, 
но одинъ только мръ, въ которомъ мы оба живенмъ. 
Зубъ является однимъ и-тёмъ же какъ для данти- 
ста, такъ и для пашента. Точно также мы слышимъ 
и осязаемъ тотъ самый мръ, который мы видинъ. 

Отеюда легко понять, что мы хотимъ описывать 
соотношешя между внфшними предметами какъ ни- 
будь такъ, чтобы не зависфть ни оть какихь-либо 
отдёльныхь отущенй, ни даже отъ всБхь ошудпе- 
нй опредфленнаго лица. Законы, которымъ удовле- 
творяетъ естестиенный ходъ явленй въ мфу вне 
нихъ предметовъ, должны быть, по возможности, 
изложены самынъ общимъ, универеальнымт языкомъ, 
зтобы и слфпые, и глухе, и обыкновенные ‘смертные 
и существа, одаренныя высшими способноетями, 
поняли ихь одинаково. 

Но если пренебречь нашими непосредственныки 
ощущении, то самая цённая—но ясности, точно- 
сти и общности--часть всего, что остается, состоить 
изъ нашихъ общихъ понят! объ оталеченныхъ фор- 
мальныхь свойствахъ преднетовъ, то есть изъ отвле- 
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ченныхъ матенатическихь помятШ, о которыхь ны 
говорили выше, Такамъ образомъ произошло, что 
человЪчество, шагъь за шагомъ, само не сознавая 
. полнаго значешя этого процесса, стремилось найти 
математическое описане свойствъ вселенной. Ибо” 
только этимъ путемъ можно было составить общее 
поняе о порядкБ явлешй, независимое оть отно- 
неня отдфльныхЪ лиць или отдфльныхь тиновъ 
ощушенй. Напримёръ, можно было бы за обфдомъ 
задать такой вопросъ; „Что это за преднетъ, кото- 
рый одно. лицо видитъ, другое—-осязаетъ, а третье— 
обоняетъ и ошущаеть его вкусъ“. И отвБтомъ было 
бы: „яблоко“. Но въ конечномъ счетф наука стре- 
мится описать яблоко въ видВ комплекса покою- 
щихся и движущихся молекулъ. Такое описаще 
совершенно игнорируеть м меня, и ваеЪ и его, а 
также вс чувства: и зрню, и осязаше, и вкусъ, 
и обонянй. Такимъ образомъ математически я понятия, ^ 
благодаря своей отвлеченноети, дяютъ какъ разъ то, 
что необходимо для научнаго описашя хода явленй. 
Это обстоятельство обыкновенно понималось не- 
правильно, такъ какъ его разсматривали съ слиш- 
комъ узкой точки .зрышя. Пивагорь прозрфваль 
его, когда провозгласиль, что числе есть начало 
вебхъ вещей. - 
Воззрёне новаго времени, соглаено которому 
конечиое объяснеше вебхъ вещей донжно было 
быть найдено въ механикф Ньютона, является лишь 
ве вполнф правильным выражещемь той истивы 
“что всякая наука по иВрЪ развимя и совершен- 
ствовашя ея’ методовъ становится математической 
`ЖЬ, СВОИХЬ ОСНОВНЫХЬ ПОНЯТЯтЬ. 


< Глава И. | 
Перембнныя величины, 


‚Математика, какъ наука, беретъ начадо отъ того 
времени, когда нфкто, по всей вфроятности грекъ, 
внервые сталъ доказывать предложешя (теоремы) 
относительно всякихт, или нфкоторыхъ пред- 
метовъ, не подразумфвая при этомъ никакихъ опре- 

. двленныхь вещей. Впервые тая предложеня бы- 
ли выражены греками въ геожетри. Въ соотвфт- 
ств. съ’этимь геометрИя являетсл великой матена- 
тической наукой’ грековъ. ПослВ возникновеня 
геометр!и прошло много етолёий. прежде. чфиъ ал. 
гебра начала дЪйетвительно развиваться, хотя уже 
гречееше математики позднфйшаго . перюда’ смутно 
предчувствовали эту. науку. . 

Понямя 0 веякихъ и нНфкоторыхъ вво- 
дятея въ алгебру употреблещежь буквъ вмфето 
опредфленныхъ чиеелъ ариеметики. ТакЪ, вифето 
того, чтобы сказать 2-3=3-12, ‘вы въ’ алгебр 
обобщаемъ и говоримъ: еели хи у обозначають каюя- 
нибудь (всякия) два чиела, то х-|-у==у--. Олять- 
‘таки, вифето того, чтобы сказать: 3>2, мы 0боб- 
шяемъ и говоримъ: если х обозначаетъ какое-ни-° 
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будь (всякое) число, то должно существовать н- 
которое такое число (или числа) у, что 4>>5. За- 
ифтииъ нимоходомъ, что нослёднее предположене— 
въ точной окончательной форм6 оно именно являет- 
ся предположешщемъимфеть громадное значеше 
какъ пля философш, такь и для математики; 
поередетвомъ него въ науку введено повяте о без- 
конечности. Можетъ быть, именно это потребовало 
зведеше зрабскаго счислешя, благодаря которому 
въ математикв совершенно’ перестали обозначать 
опред ленныя числа буквами. А это навело мате- 
матиковъ+на мысль объ использован буквъ для 
понятй о веякомъ числ ‘и нфкоторыхт, 
числахь. Римляне обозначали бы годъ, въ кото- 
ромъ вышла эта киига, въ видф МРОСССХГУ, & 
мы. пишемь 1914, и можемъ использовать буквы 
дан другихъ цфлей. Но это телько предположеня. 
По ебздави алгебры Ньютонъ и Лейбниць изобр$- 
ли дифференщальное исчислеше, а затф\ъ въ раз- 
вити философы математическаго мышлешя, по- 
скольку оно касалось указанвыхь выше поняй, 
произошель перерывЪ. Лишь въ послёдше нЪ- 
сколько лёть было обращено внимане на то, ка- 
кое важное значене поняйя о всяком чиелф и 
н5которомЪ имфють для самой сущнаети. мате- 
натаки, а это въ свою очередь повело къ открытю 
новыхь общирвыхь областей для математическаго 
изелдован!я. 

`.-Соетавижь теперь нфеколько простыхт, алгебран- 
ческихъ предложенй съ ифлью точно разобраться, 
что предетавияють собой эти основныя понятя. 
„В Дая веякаго чиелового зваченя л’а х+2— 
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2) Для нЪкоторато числового значешя х’а 
д--2==8. - ` 

8) Для нЪкотораго . чиелового значешя х’а 
^--2>3. 

Первый пунктъ, на который слфдуетъ обратить 
внимаше, это т возможности, которыя заключаеть 
эЪ себф слово нВкоторое, какъ оно употреблено 
здъсь, Разъ х-2=2--х при веяномъ числовомъ зна- 
ченм х’а, ово остается вфрнымъ и при ифкото- 
ро’мъ числовомъ значени его. Такимъ образомъ 
повяще всякое заключаеть въ себЪ поняше нЪ- 
которое и наоборотъ: второе поняле яе неклю- 
чаеть перваго. Теперь перейдемъ но второиу при- 
ифру. Фактически есть только одно числовое - ана- 
чеше х’а, при которомъь х--2=8, именно когда 
х==1. Слдовательно, слово нфкоторое можеть 
обозначать и одно числовое звачеще. Зато въ 
третьем примЪрЪф всякое. числовое аначеше х’а, 
которое больше единицы, даеть л--2>3. Отсюда 
слфдуеть, ‘что существуеть безпредфльный рядъ. 
чиселъ, которыя въ данномъ случа соотвфтетвуютъ 
повятю  нфкоторое. Такимъ образомъ, ‘слово 
иЪ которое можеть инЪфть‘воБ значешя между 
всякимъ и однимъ только, включая и оба 
крайнихъ случал. . 

Предюжешя 2) и 8) обыкновенно принято за- 
ифнять вопросами: 

2") при какомъ чиеловомъ значения ха =8; 

3!) при какихъ числовыхъ значешяхъ л'алх--2> 8, 

Равемотрямъ предложеше 2'): х{-2=8 является 
уравнешенъ, рёшене котораго легко получить, имен- 
==8—2==1. Когда мы задали вопросъ, подразум- 
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ваемый въ уравнени х-| 2--5, х называется неиз- 
вЪетнымьъ. Цфлью рЬшевя уравненя являетея 
опредфлеше неизвЪетнаго. Уравневя имфють очень 
зажное значене въ математикЪ, и даже можеть 
казатрея, что уравнеше (2) заклюзаеть въ 66% 
гораздо болфе вееобъемающую и глубокую’ идею; 
чфытъ исходное положене (2). Но ‘это совершенно 
невфрно. Въ дфйствительности поняте о неопре- 
дфленной „перензиной. величин“, какъ оно выра- 
жается ‘словами „нфкоторое“ и „всякое“, ныфеть 
единственно дфйствителько важное значеше въ 
матенатикЪ. Поняше же о „пеизвфетномъ“ уравие- 
ня, которое ‘должно быть рёшено по возможноети 
скорфе; играеть лишь второстепенную роль, хотя, 
разужфется, и оно весьма, зажно. Однимъ изъ бро- 
сающихся`вЪ глаза недостатковь многихъ элемен- 
. тарныхь учебникоръ алгебры является то, чо ови 
придвють рЬшенно уравнея! преобладающее зна- 
чен. Данное выше указане оетается вфрнымъ.и 
для отношешя между рёшешемъ неравенства (3) 
и соотвфтетвующаго исходнаго предложеня. 

Но большинстве интересныхь формулъ, особев- 
но ТВ, гдБ входить поняне: и®которое, заняю- 
чаютъ въ себф болфе одной перемБнной величины. 
Напримфръ, разсматривая вопросъ о парахъ чи- 
сель (дробныхъ или цфлыхъ) л и у, которыя удо- 
влетворяють условно х-|-у==1; мы приходимъ къ 
идев о двухъ перемённыхъ величинахъ, х и у, ив. 
вЪстнымъ образонъ связанныхь между собою. И 
при двухъ перемнныхь величинахь тв же два 
тлавныхь типа предложенй ямфюту ифсто. Напр, 
для веякой пары зиевль, хи у, хНу=у--х, 
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й?) для нВкоторой ‘пары чисель, х Ну, ху 
=1. ` 

: Второй типь предложен требуеть `веркезнаго 
обеужденя вопроса о рядф чиселъ, свяаанныхъ 

другь еъ другом попарно онредфленииит ` обра- 
зомъ--въ данномь случа отношещень х--у—1. 
Формулы перваЁе типа имвютЕ одно примбнеше, 
‘важное для всякой‘ пары чиселъ. Благодаря выъ 
формулы второго типа. можно преобразовать въ 
произвольно большое число равнозначащихь вы- 
раженй. Напрамъръ, ‘формула х-- у=1 эквива- 
лентиа слфдующимы у--х=1 я —У)-|-2=1, 
6х--6у =6, ит. д. Опытный математикъ выби- 
фаетъ ту форну даннаго. выраженшя, которая нан- 
болфе соотвфтетвуеть его ‘ближайшимъ цфлямъ, 

Пусть дьф величины связаны другъ 6ъ другомъ 
какимъ-нибудь опредфленнымъ ‘отношешемъ. Если 
одна изъ величимъ дана, пругал, этимь, опредф- 
ляется не всегда вполыЪ, Пуеть, напримЪръ, .х иу 
удовлетворяють равенетну у’—х. Есди . х=4, 
ножетъ равняться +2. ‚Такикъ образомь всякому 
положительному значенйо "а соотвфтствуетъ два воз- 
можныхъ значешя для уа на выборъ. Точно такъ 
же, когда х или у дано въ выражеши х-——у>. 1, для 
другой перемфнной оказывается произвольно боль- 
шое число возножныхь значений. 

Здфсь слфдуеть обратить инимане еще на одинъ 
важный пункть, Пусть мы при раземотрн выра- 
жешя х|- у=1 ограничиваемъ себя положителн- 
ными числами, ифлычи или дробныхи. Бели при 

’ этомъ одна изъ величинъ х или у больше едипицы. 
то дян другой нЪтъ возможноети найти положи: 
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тельное значезе, которое удовлетворяло бы дан- 
ному выражено. Таким. образомь какъ для м, 
такъ и для у „поле“ является огранизеннымъ чис- 
лами, которыя меныме единицы. Теперь будемъ 
разсматривать лишь цёлыя числа, положительныя 
или отрицательныя, и возьиемт. выражен у? = х. 
которому соотвфтетвуютъ пары такихъ чиселт. Ка- 
кое бы излое число мы ни подставили вифето у’, 
х соотьфтетвенно можеть ‘имту, линь одно ифлое 
значене, Слёдовательно для у’а „поле“ неограни- 


у. 


Фиг. 1. ` 


чено между этими положительцыми и отрицатель- 
ными цфлыми числамн. Но для ^’з „поле“ ограви- 
чено въ двухъ направяеняхт. Съ одной стороны х 
должно быть пвлымъ числомь, съ другой— должно 
представляхь квадрать. разъ у является цфЛымъ 
. числомъ, Согласно еъ ЭТИМЪ „поле“. для х’а огра- 
вичено - рядомъ. ифлыхь чисель’ 18; 2,31, 4 ит. 
д; т: 6. 1,4 9,16 ит. д. ы 

ха Ивучене общих” свойётвъ отношеня между 
наражи чиселъ весьма облегчается, если пользовать- 
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ся. даграимой, построенной сл$дующииъ образомъ. 

Начертите подъ прянымъ угломь двё линм ОХ 
и ОУ; пусть чиело х будеть предетавлено х еди- 
ницани`дляны (любого насщтаба} вдоль ОХ, а чи- 
еле’ у` соотвфтетвующимь количествомь едининь 
длины (того же масштаба) вдоль лини ОУ. Такимъ 
образомъ, если ОМ вдоль линт ОХ отафчаеть х 
единицамъ длины, а ОМ вдоль ОУ—у единицамъ, 
то мы, начертивъ паралделограмиъ ОМРХ, находимь 
точку Р, которая соотвфтетвуеть данной парф чи- 
сель х и у, ЗдБсь каждой точкВ соотьБтотвуетъ 
одва пара чисель и, наобороть, каждой пар: чи- 
сельъ--одна точка. Такая пара чисель называется 
координатами точки, При этомъ всф точки, ноорди- 
наты которыхъ удовлетворяютъ какому-нибудь опре- 
дфленному отношенйю, могуть быть обозначены удоб- 
нымъ образомъ--лишей, если ОН веф лежать на 
одной дин, или площадью, когда он всф огра- 
ничены площадью. Еели это отнощеше можеть быть 
выражено уравнешенъ вродё: х--у== Г; или у=х, 
то веб точки лежать на линш-прямой въ первомъ 
случаф и кривой—во второиъ. НапримЪрь. точки, 
координаты которыхъ удовлетворяють уравненво 
х-у==1 лежать, если разежатривать лишь поло- 
жительныя числа, на прямой ЛВ (фиг. 1), гдф 
ОА=1 и ОВ-=1. Такимъ образомъ этотъ отрёзокъ 
прямой лиши АВ даеть наглядное представлене о 
свойствах отношеня, когда мы ограничиваенся 
положительными числами. В 

Другой принфръ зависимости между двумя пе- 
ремфнными ‘величинами дветь ‘мамь отношене 
нежду давлешемъ и объемомъ опредёяенной маесы 


. = - 


газообразнаго вещества—вродф воздуха, угольнаго 
‘таза или пара— при. постоянной температур. Пусть 
Ф будеть яиело кубическихь футовъ его объема и 
р—его давлен въ фунтахъ на квадратный дюймъ *). 
Законъ Бойля °), выражающй 'отношене между р 
и ©, когда обБ дти величины измнлются, гласить 
что  произведене 5% — постоянная величина. 
При этомъ всегда предполагается, что температура, 
не измфняется. Пусть, напримфръ, количество газа 


фиг. 2. 


и всё друмя усломя таковы. что ро==! {истминое 
числовое значеше правой части уравненя не м$- 
няеть сути дфла). 


т) Вь Англ метрическая система мало прививается и 
заще всего пользуются нашональными мфрами. Прум. 
перев. 

2) На континент онф болье извЪелень подъ назвьшемь 
закона Бойля-Маротта по имевамъ двухь узезыхь, авгля- 
чанинЕ и фравпуза, отирывшихь его почти одновременно 
и ивезвценыо другь оть друга. Прим. ервв. 
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Начертимь, какъ показано на фиг. 2, дв 
взаимно ‘перпендакулярныя лини ОЙ н ОР и от- ` 
ложимъ вдоль ОС отрзонъ ОМ, соотвзтетвующий 
® единицам объема, а вдоль ОР отрфзонъ. ОМ, 
соотвфтетвуюций р единицаиъ давленя. Начертивъ 
параллелограниь ОМФМ, мы находимъ точку 4, 
изображающую состояне газа, когда его объемъ 
равняетея ® кубическимь футамъ, а давлеше р 
фунтажь на квадратный дюймъ. Если для данной 
массы таза услойя выбраны такъ, что ре=1, то 
точки @, изображаюния веф возможныя состоянёя 
этой массы газа, должны лежать на кривой АНС. 
Эта лишя заключаеть въ еб всЪ точки, для 
которыхь р и # положительны, а’ ре—1. `Та- 
кижь  образомь кривая АВС’ даеть наглядное 
изображеше зависимости, существующей между 
объеномъ и давлешемъ (упругостью) газа. Когда 
давлене очень велико, соотвфтетвующая точка @ 
должна лежать близъ С или даже дальше на не- 
назерченной части кривой, и газъ будеть имфть 
очень незначительный объемъ. Если объемъ очень 
великъ, точ 9 будеть лежать близъ 4 или даже 
дальше, и давиви будеть незначительно. Замётимъ 
кстати, что инжейера или физика можеть интере- 
совать давлеше, короое отвфчаеть какому-нибудь 
опредвленному объеву. Фийю ны имфежь случай 
опредфлешя неизвфстнаго р по извфетной ве- 
личин$ г. Но это ветрёчается лишь’ въ отдфльныхъ 
случаяхъ. Вообще же, изучая свойетва газа и его 
соетояше, онь долженъ помнить объ общей фори 
кривой АБС и ея общижь свойствахь. Другиий 
словами, самымь важным является поняме о 
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двух перенфнныхт величинахт, уловл 
творяющихъ отношению ри==1. Этотъ прим6ръ я 
ко показываетъ, насколько поняте о перем 
ныхЪ величинахъ важно какъ въ теори м 
тематики, такъ и въ прикладныхь знашяхъ. 
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ТядвА ТТ. 
Методы приизневя математики. 


Стоить обратить внимане на то, какимъ обра- 
зомъ идея о перемзиныхь, удовлетворяющихь из- 
въстныиь соотношенямъ, появляется въ прим$- 
нешяхъ математики. Мы посвятимъ этому вопросу 
немного времени, чтобы составить себф ясное пред- 
ставлеще обо всемъ предмет%. 

Начнемъ съ самаго простого привфра.—Пред- 
положимъ, что при построй здатя строительные 
расходы равняются 1 утиллиягу на наждый куби- 
чесьй футь и что 20 шиллинговъ составляють 1 
фунть стерлинговъ. Тогда три всей сложности усло“ 
ва, въ которыхъ проиеходила постройка, при всемъ 
разнообрази ошушешй и чувствъ, испытываемныхь 
собетвенникомъ, архитекторомъ, строителекъ, рабо- 
зими и случайными зрителяни, между кубическимъ 
содержашенъ и стоимостью должно существовать, 
какъ только домъ законченъ, указанное выше воре- 
дъленное соотношеше. Именно: если х представляете, 
чиело` кубическихь футовъ, а у—чиело футовъ,; то 
20у=4. Предполагается, что это  соотношеше 
между х и у остаетея вфрнымъ при постройкВ лю- 


дю 


бого дома, какимъ угодно собетвенникомь и что 
объемт, дома, а также стоимость его ие должны 
отущаться или восприниматься какимъ нибудь оео- 
бымт чувствомъ, или способностью, или какимъ ли- 
60 особымъ человзкомъ. Они опредфляются об- 
щимъ отвлеченнымъ путемъ-совершенна незави- 
сихо оть расположетя духя собственника, когда 
ему приходится платить во счету. 

Вдумаемся нФеколько глубже въ то, что все это 
значить. Постройка дома состоить изъ ряда слож- 
ныхъ явленш. Примфнять же законъ или проверить 
его невозможно, если среди общаго комплекса яв- 
лев приролы мы не можемъ отличить опредфлен- 
ный рядь обстоятельствъ, создающихь въ сово- 
кутности частвый случай постройки дома. Короче 
говоря, мы должны узнавать домъ, когда видимъ 
его, и должны умфть различать т$ явлен!я, съ ко- 
рыми связана постройка его. Тогда среди этихъ 
явлетй, мыеленно такимъ образомъ изолирован- 
ныхь отъ остальной природы, должны быть опре- 
дълимы два элемента: стоимость и кубичеекое с0о- 
держане. И если законъ вфрент, то по опредфле- 
ни этихъ оленентовь они должны удовлетворять 
слёдующей общей формул 


20 = 


Но вфренъ ли законъ? Веяк, кто знакомъ со 
строительнымъ дфломъ, знаеть, что мы указали 
нвеколько высокую цифру для стонности. Таная 
ина соотвфтетвуеть лишь дорогоиу типу здан. 
Это обноруживаеть новый фактЪ, который необхо- 
димо. пояенить. Пока мы. дёлаезь математичвеня 
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выкладки; связанныя съ формулой 20у=х, для 
. наеъ совершенно безразлично, вфренъ. ли законъ 
или нфть. Въ дфйствительности для наеъ безраз- 
личны самыя наименованйя, которыя мы придаемъ 
хуи уу, какь числу кубическихь футовъ и чиелу 
фунтовъ стерлинговъ: При нашихь математичеекихь 
выяенещяхь мы на самомъ дфд8 интересуемся лишь 
`. свойетвами отвошешя между парой перемфнныхь 
хи у. Наши результаты будуть одинаково хорошо 
пригодны и въ ‘случаф, если мы черезъ у обозна- 
чимъ число рыбаковъ, а черезь х чиело пойманной 
рыбы, и при этомъ предположимт, что въ среднемъ 
`` каждый рыбакъ ловитъ по двадцать рыбъ. Математи- 
ческая достоврность изолдовазия касается лишь ре- 
зультатовъ, дающихь свойства соотношеня 20 у = х 
между парой перемфнныхъ величинъ хи у. НФть ни- 
какой математической достовёрности въ действитель- 
ной стоимости. поетройки какого-угодно дома. За- 
конъ ве, вполя$® вфренъ, а. сявдовательно, резуль-. 
тать, который онъ даеть, не вполнЪ точенъ. На 
самонъ же Дл онъ можеть быть и совершенно 
невЪренъ, . 

Безъ сомифвя, вее это кажется вполнф очевид- 
нымъ. Но въ дфйствительности въ боле сложиыхь 
случаяхъ чаще всегосовершають елфдующую ошибку: 
преднолагають, что разь были произведены про- 
дДолжительныя и точныя математичестя вычислешя, 
то и результать въ принфнеи къ какому-нибудь 
явленио природы безусловно точенъ. Но выводы 
изъ любого положешя не ногуть быть болфе вфр- 

‘НБ, чВыЪ т посылки, изъ которыхъ оно исходить, 
ВсЪ математичесыя вычислешя отноентельно яиле- 
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эй природы исходятъ изъ какого-нибудь принятаго 
намн. занона, вродф, напримръ, указаннаго выше 
закона стоимости постройки. ВелЁдетые этого, какъ 
бы тщательно мы ни вычиелили неизофжноеть ка- 
кого-нибудь явлешя, всегда остается сомнфые: вЪ- 
ренъ ли. законъ? Вели законъ и предеказываетъ 
опредфленное сллетве,—предсказаше почти на- 
вфрное не сбудется съ полною точностью; и даже 
пучине того, ‘результать такъ точно, какъ онъ пред- 
сказанъ, не будеть скорфе всего имфть мёста. Но 
такъ какъ у насъ ифть возможности наблюдать 
вещи съ идеальной точностью, тои наши неточные 
законы могутъ считатьея вполнф удовлетворитель- 
ными. ` 

Раземотримъ какой-нибудь реальный случай, 
напр: 'Ньютоновск законъ тягот5вя. Этотъ законъ 
гласить, что два тВла ‘притягиваютъ друмь друга 
©ъ силой, прямо пропорщональной произведению 
ихъ массъ и обратно пропоршональной квадрату 
разстоянёя между ними. Танъ, если м и М пред 
ставляютъ массы обоихъ тфлъ, выраженныя, пред- 
положим ь въ фунтахъ, а — мили ') разетояня между 
ними, то сила притяженшя, дВйствующая на каждое 
изъ тьлъ въ направлени пругого, пропоршюнальна. 
т М 
@ ! 
им, ГВ 2 есть опредфленное число, зависящее 
отъ абеолютной величины силы притяжен1я, а также 
оть единицы, выбранной нами для изивревя силт.. 


можно написе”ь, что эта сила равняется 


„ 1) 1 авт. мня равиа 1,642 клл. 
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Легко можно вилфть, что если мы будемъ выра- 
жать. силы, принимая за единину—в%съ массы 
въ 1 фунтъ, то число, которое # представляеть, 
должно быть чрезвычайно незначительно. Ибо когда. 
рт М 
“в” 
становится силой притяжентя двухъ равных» масел 
въ 1 фунть каждая на разстояни одной мили, а 
эту величину совершенно невозможно воспринять. 

Итакъ, мы имфемъ теперь фориулу лля силы 
зяготфия. Если мы обозначимъ эту силу черезъ ^, 


ор № . 
то выражеше Р—- ДЕ“ даегь соотношеше межлу 


мы т, Ми 4 приравниваемъ единиц, то 


перемёнными №, м, Ми 9, Мы пвсф знаент истор 
© томъ, какъ оно было открыто. Ньютонъ, какъ 
разсказываютъ, сидёлъ въ плодовомъ саду и уви- 
дьть, что упало яблоко. Тутъ, будто бы ему внезапно 
пришелъ въ голову законъ всеврнаго тяготфвя. 
Возможно, что окончательная формулировка этого 
закона пришла ему въ голову въ плодовомъ саду- 
такъ же, какъ это могло случиться и въ любомъ 
другомъ изетв-—глё нибудь же онъ долженъ быль 
находиться тогда. Но для нащей задачи болфе по- 
учительно остановиться на огромной подготовитель- 
ной умственной работ мНногихтъ умовъ и многихъ 
стояфтй, которая была необходима для точной фор- 
мулировки этого закона. Во-первыхь, необходимо 
было создать математичесьй складъ ума и матема- 
тическ методъ, о которыхъ мы говорили въ пер- 
выхъ двухь главахъ. Иначе Ньютонъ никогда не 
хогъь бы подумать о формуль, выражающей силу 
дфйстыя другъ яа друга всяких двухь масеь в 
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ва любом ьразстояни. Съ другой стороны, накое 
значеще имфють употребленные термины: сила, 
масса, разстояше? Возьмем» самый простой изъ 
этихъ терминовъ: раастояне. Намъ кажется совер- 
шенно очевидныиъ, что вс% матеральные предметы 
предетавляють каждый опредфленное геометриче- 
ское пфлое, такъ что разстояня между отдфльными ча- 
етями ихъ могуть быть измфрены и выражены въ 
какой нибудь едининв длины, нанр. жиляхъ или 
нрдахъ. 1) Это ‘едва ли не первое свойство физиче- 
скаго тфла, которое бросаетея намъ въ глаза. Оно 
является ‘первопричиной посл®довательнаго разви- 
‘мя геометри и теорш измфренй. Сейчасъ въ нф- 
которыхъ случаяхь улобнЪе примфнять представле- 
ня другого рода. Въ гориетой мфетности, напр-, 
разстоящя часто измфряются единицами времени, 

“Но оставимъ понят! о разетояни. Въдь друге 
термины. сила и масса, еще менЪе понятвы. Точ- 
ное понимаше идей, которыя Ньютонъ хотлъ выра- 
зить этими словами, наростало медленно и, мало 
того, Ньютонъ первый основательно овладьль 
истинныхки общими основами динамики. 

Въ прододжене среднихь в$фковъ наука, нахо- 
дись подъ вмяшемъ Аристотеля. шла но совершенно 
ложному пути. Ньютонъ имфлъ то преихущество, 
что онъь появился на свфть посл ряда великихъ 
людей, вродф Галилея въ Итаны, которыя 38 два 
предшествующихь столёия пересоздали науку и 
направили научную мыель на вёрный путь. Онъ 


1} Ярдъ—внгмаская мьра’ддины, равийетоя 05914 метрь 
Прим. пере, ` 


завершиль ихъ работу. А затёмъ, когда онъ глубоко 
и основательно нродумаль понятя о силф, масс и 
разстоянш. когда онъ осозналъ ихъ значение и отно- 
шене къ паденно яблока и движешямъ планетъ, 
ему пришла въ голову идея о’законф тяготёня и 
удалось доказать, что онЪ остается вфренъ во вефхъь 
этихъ разнообразныхь случаяхъ движеня. 

Для приложешя математичеекихь формуль къ 
нвлешямъ природы крайне важно ясно предетавлять 
себф и правильно онфнивать отношещше ихъ къ 
наблюдаемым явлешяиъ. Наши отдаленные предки 
не меньше насъ сознавали значеше явленй при- 
роды и горфли желашемъ при номощи энергачныхъ 
мфръ управлять ходомъ собышй. Подъ вйяшемъ 
особыхъ представлей они выполняли сложныя 
религюзныя  церенонш, чтобы помочь рожден 
новой луны, и совершали жертвоприношеня для 
спасеня солнца оть затмевя. НФтъ никакого оено- 
вая подагать, что они были глупфе насъ. Но въ 
тБ времена не было удобной почвы для накопреня 
ясвыхь научныхь идей. 

Путь, черезъ который должны пройти естеетвен- 
ныя науки, прежде чъиъ кь вимь становится воз- 
можнымъ примфнять математичесве методы, ярко 
иллюстрируется исторей ностепеннаго развитя 
науки объ злектромагнитныхь явлевшяхъ. Громъ и 
моля суть ивленн большого маештаба, возбуж- 
даюния ужасъ въ людяхь и даже животныхъ. Съ 
<амыхь древизйшихъ времен, они должны были 
быть объектами дикихъ и фантастичныхь гипотезъ, 
хотя позволительно сомнфватьея. не достойны ли 
наши новая научныя открымя вь области элек- 
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тричества большаго уливлешя, чфиъ сказочныя 
объяснешя первобытных людей. Уже греки знали, 
что янтарь (по гречееки: электронъ) при трения 
притягиваеть легщя и сушя тфла. Въ 180% году 
посл Р.Х. докторъ Джильберть изъ Колчестера 
напечаталь первую работу по этому вопросу, въ 
которой слБдуетъ научному метолу. Онъ составилъ 
списокъ веществт, обладающихь сходными 671, янта- 
ремъ свойствами. Ему также принадлежить честь, 
что онъ первый указалъ, хотя и туманно, на связь 
между эдектрическими и магнитными явленяии. Въ 
коннф семнадцатаго и въ восемнаяцатомъ вЪкЪ наука 
все развивалась, Были изготовлены электричееня 
машины и изъ нихъ получены искры. Была изобр- 
тена Лейденскал банка, при понощи которой эти 
эффекты могли быть усилены. Была лоетигиута. 
иЪкоторая систематизащя научнаго катерала, но 
‚вее еше не были найдены соотвЪтетвующя мате- 
матическя идеи. Въ 1752 году Франклинь пустиль 
зыЪЙ въ облака и доказалъ электрическую природу 
молнии. 

Съ другой стороны китайцы съ’ самыхь древ- 
нфйшихъ временъ (2634 годъ до Р. Х.) пользова- 
лись характервымъ свойствомъ магнитной иглы, но 
повидимому у нихъ это не было связано ни’съ 
какими теоретическими представлешями. Веф наи- 
боле глубомя перемёны въ человфческой жизни 
ведутъ свое начало отъ науки, свободной отъ вся- 
кихъ утилитарныхь цфлей. Унотреблене комп. 
стало извёстнымъ. въ Европ не раньше двЪфнадиа- 
таго столёця поелф Р. т. е. на 3000 евишкомъ 

`дЬть позже, чВиЪ въ Китев. Звачеше, которое съ 
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тёхь поръ наука объ электромагнитныхъ явленяхъ 
прюбрфла во всфхъ сферахъ человфческой жизни, 
объясняется не боле практическими склонностяви 
европейцевт, а тфыъ фактом, что на Запад элёк- 
тричеся и магнитныя явленя изучалиеь людьми, 
которыхь глубоко интересовали отвлеченные теоре- 
тичесые вопросы. 

Открышемъ олектрическаго тока мы обязаны 
двумъ итальянцамъ, Гальвани 11780 г.) и Вольта 
(1792 г.). Это великое изобрётеше открыло новую 
область для изслёдовашя. Отнын наука имфла 
предъ собой три различныхъ, хотя и связанныя 
между собою, группы явленй: свойства „статиче- 
скаго“ электричества, получающагося въ электри- 
ческихъ машинахъ черезъ треше, магнитных явле- 
ны и хЕйстия электрическаго тока: Съ конца восен- 
надцатаго вка-эти три области изслёдовашя ученые 
стали объединять и была создана современная наука 
объ электромагнитныхъ явлешяхъ, объшающая пре- 
образовать человфчеекую жизнь. 

Тогда на сцену появляются математичеекя фор- 
мулы. Въ течеше десятилЁия 1180—1789 г. фран- 
цузъ Кулонъ доказалъ, что магнитныя полюсы при- 
тягивають или отталкивають другъ друга съ силой, 
обратно пропоршюнальной квадрату разстоявя между 
ними и что тотъ же законъ остается вёрнымъ для 
электрическихь зарядовъ (интересно, какъ эти за- 
коны аналогичны закону тяготввя). Въ 1820 году 
датчанинъ Эретедъ открылъ, что электричесще токи 
оказывають дЪйстве на’ магниты, а законъ этого 
двистыя велфдъ затВыъ быль правильно выраженъ 
математически французомъ Амперомъ, который крои$ 
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того доказалъ, что два элентричеекихъ тока тоже 
двиствуютъ аругь на друга. „Экеяериментальное 
изелловане, ври помощи которато Амперъ уста- 
новилъЪ законъ механическаго вааимодЪйетыя между 
электрическими токами, является однамъ изъ самыхь 
блёстящихь подвиговъ науки. Кажется, чтд теоря 
и ‘ркеперименть выстВ какъ бы выскочили во все- 
оружие и во весь рость изъ мозга „Ныютона элек- 
тричества“. Они превосходны по форм, безупречны 
въ отношени точности и выражены формулой, изъ 
которой могугъ быть выведены ве явлевя и кото- 
рая должна навсегда остаться ‘веновой электроди- 
намики ')“. 

Важные законы объ индукщи между токами и 
магнитами были открыты Фарадеенъ въ 1831—1832 г. 
Когда Фарадея спросили: „Какое значене имфеть 
это открыме?“ — онъ отвтилъ: „Какое значеше 
имфетъ ребенокъ?—оиъ растетъ, чтобы стать чело- 
вфкомъ“. Ребенокъ Фарадея сталь человфкомъ и 
является теперь основой веЗхЪ современныхъ прак- 
тическихъ примвнемй электричества. Фарадей также 
преобразоваль все теоретическое поетроеше этой 
лауки. Его идеи, которыя были не вполи$ поияты 
ученымъ мромъ, были расширены Клеркомъ Маке- 
веллемъ, который въ 1873 году изложилъ ве въ точ 
ной математической фориф. Въ результатВ своихъ 
математическихь изелфлованй Маневелль вашелт, 
что электричесыя колебая при извъетныхь усло- 
вяхь должны распроетраняться въ проетранств®. 

‚Это вразу навело его на мысль, что овфтовыя коле- 


3). СЕБЕ Мажней, „Бвенчейу вой Маурей“. №. И, гл. 
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баня электрической природы. Послднее пред- 
положене оправдалось, такъ что тенерь вся теоря 
свЪта является лишь вфлвью великой науки объ 
электричеетвВ. А въ. 1888 году нфчцу Герву уда- 
лось на основанши высказанныхъ Макевеллемъ идей 
произвести электричесвя колебащя непосредственно 
. электрическими способами. Оныты Герца являютея 
оеновой современнаго безпроволочнаго телеграфа. 
Въ самые послВцше годы сдБланы были еще 
болфе важныя открыт!я, а наука все продолжаеть 
расти какъ въ теоретической чаети, такъ и въ обла- 
сти практических примфненй. Этоть кратыйй очеркъ 
ея развитя показываетъ, какъ посредетвомъ 
постепеннаго введешя вепомогательныхь теорети- 
ческихъ идей, подсказанныхъ опытом и въ то же 
врея наводящихъ экснеринентатора на новые опыты, 
большая масса ‘изолированныхъ и даже незначитель- 
выхь фактовъ соединяется въ одно посяфдователь- 
ное цфлое--науку, въ которой результаты отвлечен- 
ныхъ натематичеекихь дедукщй, исходящихь изъ 
ненногихь принятыхь простыхъ законов, дають 
объяснеще цфлому сложному комплексу явленй. 
Наконещь, всяи мы не ограничимся слещальны- 
ми науками объ электромагнитныхь явлеяхъь и 
свЁтВ и пойдемъ дальше, мы моженъ расширить 
нашу точку зрёшя и направить свое виинаше на 
рость математической физики, разематривая ее 
какъ одну большую главу `‘научнаго знавя. Сначала. 
разсмотримъ въ самыхъ общихъ чертахъ иеторю 
роета этой науки. 
Она не возникла сразу какъ’произведеше одной 
труппы людей. Халдейсве пастухи вели наблюде- 
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я надъ небомь, правительственные агенты въ 
Месопоташи и ЕгиптВ измфряли землю, жрелы и 
философы задумывались надъ общей природой ве- 
щей. Имъ казалось, что все огромное иногообрае 
явленй природы вызывается неизмфримыми таин- 
етвенными силами. Фраза „вфтеръ дуетъ, куда \ 
четь“ точно выражаеть господствовавшее тогда 
полное невфдвше какихъ-нибудь постоянныхь 38- 
хоновъ, хоторымъ явяешя слфдовали бы во вебхъ 
деталяхь. Въ общихъ чертахъ регулярная послЪ- 
довательность явлешй природы была такт же оче- 
видна тогда, какъ и теперь. Но въ то время не 
было налЪйшей возможноети проелфдить внутрен- 
нюю связь‘ между ними и даже не было извЪфетно, 
какъ взятьсл за дфло, чтобы открыть такую зави- 
симость. 

Нфсколько разрозненныхъ теорй и болфе или 
менфе удачныхь догадокъ составляли максииумъ 
того, что могло быть создано въ ту эпоху. 

Твиъ вреженемь межеваше зезли повело къ 
созданию геометр, а наблюденя надъ небеснымъ 
сводомъ раскрыли точную послёдовательность веёхъ 
явленй въ солнечной систем$. 

Нькоторые изъ позднфйшихъ греческихъ уче- 
выхъ, напр. Архимедъ, имфли представлеше объ 
злементарныхъ явлешяхь гидростатики и оптики. 
Д»йствительно Архимедъ, у котораго математиче- 
св й геый сочетался съ прозорливостью въ области 
физики, долженъ быть поставленъ въ одниъ рядь 
съ жившимъ приблизительно на дв тысячи лЬть 
позже Ньютономъ, ‘какъ одинъ изъ основателей 
математической физики. Овъ жилъ въ Сиракузахь, 
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большомъ греческомъ городВ на островё Сицили, 
Когда риклянс осаждали этотъ городъ (212-210 гг. 
до Р. Х.), Архимедъ, накъ разсказываютъ, ежегъ 
римеще корабли, скоицентрировавъ на нихъ сол- 
нечные лучи при помощи зеркалъ. Эта исторя 
„весьма мало вфроятна, но превраено’ иллюстри- 
руеть славу, которой онъ пользовалея среди совре- 
менниковъ за свой познашя по оптикф. Въ кониЪ 
осады Архимедъ былъ убить. Согласно разеказу 
Плутарха въ б1ографи Марцелла, когла римеюй 
еолдатъ нашелъ ученаго, послВдн! былъ весь по- 
тлошенъ изучешемъ геометрической фигуры, на- 
зерченной на несчаномъ полу его комнаты. Онъ 
не сразу подчинился приказашямъ побфдителя н 
былъ убитъ. Къ чести ринскихъ полководцевтъ ел- 
дуеть сказать, что солдатамъ было отдано прика- 
заше шадить его. 

Внутренняя правда другой связанной съ нимъ 
легенды очень сильна. Открыпе, которое приписы- 
вается ему, безусловно соотвфтетвуеть его гешаль- 
ной способности къ математичеекииь и физиче- 
скимъ изслБдовашяыьъ. По счастю ‘ово довольно 
просто и мы подробно объяснииъ его зафсь. Оно 
является однимъ изъ дучшихь и легкихь прим: 
ровъ для иалюстраши метода примфнешя матема- 
тическихь идей въ физик. 

Геровъ, тиранъ Сиракузъ, даль золотыхъ дВлъ 
мастеру значительное количестве золота для при- 
тотовленя изъ него короны. Онь подоярфвалъ, что 
маетера утаили чаеть золота и зажбнили его менфе` 
благороднымъ металломъ. Геронъ послалъ корону 
къ Архимеду съ нросьбой ияслфдовать ее. Въ наци 
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дни для этого выработано невьма больное чиелю 
химическихъ способовъ, Но тогда Архимедт, дол- 
женъ быль самъ впервые продумать вопросъ. Рф- 
теше пришло ему въ голову внезанно, когда онъ 
находился въ ванн, въ водБ. Онъ выпрыгнулъ и 
побфжалъ голый по улицамъь ко ‘двору. крича: 
Эврика! Эврика!“ („Я нашелъ! Я нашелъ!“). Если 
мы бы знали, какой это былъ день, мы должны 
были бы праздновать его, какъ день рожден ма- 


а—чаша вфеояъ съ гврими, 8—корона (въ волъ). 


тематической физики; въ зрфлый возраеть наука 
вступила, когда Ньютонт евдфлъ въ плоловомъ саду. 

Открыте Архимеда поистинЪ велико. Опъ на- 
телъ, что тёло, погруженное въ воду, испыты- 
ваеть давлеше со стороны окружающей воды 
вверхъ съ силой, равной ъфеу вытфеняемой изъ 
воды. Этоть законъ можно доназаль теоретически, 
исходя изъ математичевкихь принциповъ гидроста- 
лики, а также провфрить на овытф. Слдовательно, 
гели. корона вфеить въ воздухф #7 фунтовъ, а вода, 
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которую она вытвеняетт, когда совершенно погружё- 
на Въ ней, вВеить 12 фунтовъ, то #--# должно пред- 
стазлять ту направленную вверхъ силу, которая 
необходима, чтобы поддерживать корону въ водё 
въ одномъ ноложеши. 

Но эта направленная вверхъ сила ножетъ быть 
легко установлена взвЪышиванемъ тфла, когда оно. 
висить въ вод, какъ пояазано на’ прилагаеной 
фигур$ 3. Если гири въ чашкф вфеовъ по правую 
сторону соетавляють /` фунтовъ, то очевидно, что 
корона вфеить въ вод Е фунтовъ. Такамъ образонъ 
мы имзенъ: ° 


Ев, 
= "А, 
и. и : 
а ур (4), дБ М в ГР опредфаяются при 
помощи легкой и довольно точной операши взъБ- 
шиващя. Отсюда черезъ равенетво А опредвляется и 


у т : 
=. Но вфдь р Является отношешемъ вфев короны 


къ всу равнаго ей объема воды. Это отношеше 
постоянно дия всякаго куска однороднато металла. 
Оно завиеитъ только оть внутренней природы ве- 
щества, а не отт, формы или количества послЪд- 
няго, и называется теперь удфльнымъ вфеомъ дан- 
ного мазерала. Такимъ образомъ, чтобы испытать 
чистоту золота въ коронф, Архимедъ долженъ быль 
только взять кусокъ несомнфнно чистаго золота и 
найти указаннымъ, выше путемъ его ухфльный вЪеъ. 
Если послФднйй совпадаль съ удфльнымь вфеомъ 
короны, то она была изъ чистаго золота; если нзтъ 
—то къ ней быль прибавленъ низы металле. 
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Мы остановились такъ подробно на этом при- 
мЪрЁ не только потому, что онъ предетавляетъ 
первый точный образець примбненя математиче- 
екихъ идей къ физикЪ, но также и потому, что 
онъ превосходво и просто иллюстрируеть, каковы 
должны быть методы и стремлешя науки во всё 
времена. 

Сиерть Архимеда оть руки римснаго’ солдата 
является символожъь мровой перемфны нервой ве- 
личины: вместо грековъ, съ ихъ любовью къ отвле- 
ченному теоретическому знанию, во главф Европы 
становятся практичные рижляне. Въ однонъ изъ 
своихъ ромавовъ лордъ Биконефильдь опредфляеть 
практичнаго зеловфка тёмъ, что онъ примЪияеть 
на практикё ошибки своихъ предковъ. Римляне 
были великимъ народомъ, но они были обречены 
на безплоде, которое тяготфеть надъ практич- 
ностью. Они ие увеличили запаса знаний, достав- 
шагося имъ оть предковъ и всф ихъ уснфхи сво- 
дятея къ незвачительнымь техническинъ улучше- 
вянъ въ инженерномь искусствВ. Они не были въ 
достаточной степени мечтателями, чтобы стать на 
новую точку зрёвя, которая могла бы дать боле 
могучую власть надъ силами природы. Ни одннъ 
римлянивъ не погибъ оть того, что весь ушель въ 
созерцаще матенатической даграмны. 


Гллва ГУ. 
Динамика. 


Му пришлось ждать тысячу восемьсоть лфтъ. 
прежде тБит, матехатическая физика, оеновы кото- 
рой были заложены еше греками, нашла послфло- 
вателей. Въ шестнадцатомъ и семнадцатонъ вЪк 
нашей эры рядъ великихь итальянцевъ, вЪ особен- 
ности художникъ Деонардо да Винчи (фодилея въ 
1452 г., умеръ въ 1519 г.) и Галилей (род. въ 
1564 г.,‘умеръ въ 1542 г.) вновь открыли секретъ 
пользованя отвлеченными 'математическики идеями 
для экспериментальнаго изслфдовая явленй при- 
роды, который быль извфетейъ’ Архимеду. Между 
тЪигь медленный постепенный прогресеъ математики 
и накоплеше точныхъ астрономическихь знай по- 
ставили философовъ естествознаюя въ боле удоб- 
вое для научнаго изслфдовая положене. Да и 
сама эпоха съ ея идеалом этоистическаго само- 
утверждения, съ ея жаждой личнаго опыта, застав- 
ляла мыслителей сакимъ наблюдать, что проиехо- 
дигь. Пректичееки секреть соотношевя между ма- 
тематической теорей и опытомь въ индуктивной 
философии быль раскрыть. Чрезвычайно характерно 
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для той эпохи, что Галилей, философъ, бресалъ 
тири съ наклонной башни въ’ Низ. Веетда во всё 
времена бываютгъ люди мысли и люди двйствя. Ма- 
тематическая физика является продуктомь эпохи, 
БЪ которой одни и тБ же дюдн могли сочетать вт 
вебф мыслительные импульсы съ дФйственными. 
Опыть бросащи гирь съ башви ярко отифчаетт 
важный шагъ, сдфланный науной, а именио, впер- 
вые удалось’ выработать правильныя поняйя по ди- 
намикф, которая является научной основой всей 
математической физики. Въ частности споръ шелъ 
по елВдующему пункту: въ одинаковый ли проме- 
жутокъ времени будуть падать тёла разнаго вфса 
. съ одной и той же высоты. Согласно общеприня- 
тону въ ту эпоху инфныю Аристотеля, чЬмъ тяже- 
фе данное тфло, тмъ глубже оно должно падать 
въ одинаковый пронежутокъ времени, Галилей же 
утверждая, что они должны падать въ одинако- 
вый промежутокъ времени, доказаль свою правоту 
бросашемъ тяжестей съ вершины наклонной башии. 
Кажуциясея нсклюзешя изъ общаго правила встр$- 
чаются тогда, когда при нфкоторыхъ обстоятель- 
«твахъ, напр. незначительномъ ввеф тфла или гро- 
мадной скорости, сопротивлеше зоздуха играеть 
большую роль. Но если исключить это сопротивле- 
не, закокъ оказывается вполнё вфрнымъ. 
Удачный опыть Галилея вовсе не является ре- 
зультатомъ счастливой догадки. Онъ вырось изъ 
правильныхь взгдядовъ этого ученаго на инерцёо 
и массу. Первый законъ движешя, какъ мы теперь 
слфдуя Ньютону, излагаемъ его. гласитъ: „Веяное 
тфло продолжаеть находиться въ соетояни покоя 
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или равномфрнаго прямолинейнаго движеня, пока 
не будеть выведено изъ него какой нибудь силой“. 
Этоть законъ предетавляетъ ничто. большее, чВиъ 
сухую формулу: онъ одновременно явдяется гим- 
номь побфды надъ уничтоженной ересью. Эту точку 
зрвёя легко можно понять, если исключить изъ 
форнулировка закона слова: „или равномрнаго 
прянолинейнаго движеня“. Тогда мы получаемъ то, 
что можеть быть принято за противоположную Ари- 
стотелевекую формулу: „Всякое тфло продолжаеть 
находиться въ состоянии покоя, если не выводится. 
изъ этого состояня какой нибудь силой“. 

Эта невфрная формула устававливаетъ, что безъ 
приложен силы тёло вфчио находилось бы въ о- 
стояни покоя. СлЗдовательно, если тВло двигяется, 
требуется сила, чтобы поддерживать это движене, 
такъ что, когда сила перестаеть дЬйствовать пре- 
хращается и движене. Правильный законъ Нью- 
тона придерживается даметрально противополож- 
ной точки зрёня. Состояне тёла, которое не на- 
ходится подъ дёйстыемь силы, это--равиомфрное 
прямолинейное движене и вовсе не слъдуеть емо- 
трЪть на виёшнюю силу какъ на причину или, если 
угодно какъ на неизкфиную принадлежность такого 
равнонфрнаго прямолинейнаго движеня. Покой яв- 
ляется линь частнымь случаенъ такого движен!я-— 
когда скорость равняется нулю. Тавимъ образомъ, 
когда тфло находится въ движени, мы не должны 
искать вифшней причины для объясненя этого за 
исключещень тбхъ случаев, когда происходить 
перемфна въ скорости или направлеми дваженя. 
До тьхъ поръ, пока тВло движется съ одинаковой 
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скоростью въ одпомъ и томъ же направлен, нфтъ 
нужды для объяенешя движешя прибфгать къ ка- 
кинъ-нибудь внфшвимъ силамъ. 

Различе нежду обфими точками зрфыя легко 
уразуюфть при разснотрфни теор движеня пла- 
нетъ. Какъ показалъь полякъ Коперникъ (родился 
въ Торнф въ Западной Прусаи въ 1478 г, умеръ 
въ 1543 г.), съ научной точки зр5тя, гораздо проще 
представить себф, что планеты. включая и землю. 
двигаются  вокругъ 
еолица по почти кру- 
говымъ орбитамъ. По- 
зднфе, въ 1609 году 
нфмеций математикъ 
Кенлеръ  доказалъ, 
что въ дБйствитель- 
ности орбиты эти яв- 
ляютея эллипсами— 
особый видь про- Фит-4. 
долговато - круглыхъ 
кривыхъ, ноторыя мы ниже раземотранъ боле под- 
робно. Немедленно возникъ вопросъ, какя силы 
удерживаютъ планеты въ таконъ движенши. Согласно 
невфрному устарЪлому воззрфнНо, котораго придер- 
живалея Кеплеръ, дфйствительная екорость сана по 
себЪ могла сохраниться линь при дВйети силы. 
Поэтому онЪ искалъ объяснеше въ тангенщальныхь 
силахь, какъ показано на фиг. 4. Согласно же закону 
Ньютона, планеты, если бы на нихь не дйствовала. 
нинёная сила, двигались бы вфчно сЪ присущей 
имъ скороетью по’ прямой лини и такимъ образом 
совершенно: ‘удалились бы оть солнца. Поэтому 
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Ныюотонъ долженъ былъ найти такую силу, кото- 

рая направляла бы движеше по кривой—по эллип- 

тической орбитф. Онъ покалалъ, что это должна 

быть сила, направленная къ соляцу, какъ показано 

на фигурф 5. ДЪйствительно, силой этой является 

притяжеше солнца, которое, согласно приведенному: 

выне закону, дЪйствуетт, обратно пропоршонально 
квадрату разетоян!я. 

Механика, какъ 

. наука, возникла угре- 

с. ковъ изъ теоретиче- 

скаго обсуждея ме- 

ханической выгоды, 

достагаемой при 

И пользовани  рыча- 

гомъ, а также изъ 

обсуждешя  различ- 

ныхь проблемт, свя- 

занныхъ съ азвЪщи- 

вашемь тфлъ. Какъ 

показалъ предше- 

ствуюцщий обзоръ, она была поставлена ча прочномъ 

фундамент лишь въ концф шестнадцатаго и въ 

течеве семнадцатаго стольия— частью съ ифлью 

объяснить явлешя падающихьъ тЬлЪ, а главнымь 

образомт.—чтобы дать научное объяснеше движейо 

иланеть. Но съ того времени динамика взяла на 

себя еше болфе почетную задачу и теперь претен- 

дуеть стать изначальной наукой, для которой осталь- 

ных являются лишь отдфльными вЕтвями. Претен- 

зш эти основаны на слёдующемь: разнообразныя 

евойства предметовъ, которыя ощущають наши чув- 
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свтва, предетавляють лишь нашу особую манеру вос- 
уринимать перемфны въ положен предметовъ, на- 
ходящихея въ иространствф. Напримфръ, допуетимъ, 
что. мы смотримъ на Вестминстерское Аббатетво. Въ 
течёше ряда стол йй стоитъ оно, ефрое и нено- 
движное. Но согласно современнымъ научнымъ воз- 
зрёшамъ, этоть сфрый цвфть, который такъ уси- 
ливаеть паше чувство незыблемости зданя, самъ 
по себф предетавляеть не что иное, какъ наишь 
епособъ воспринимать быстрыя движешя крайнихь 
молекулъ, которыя составляютъ внфшнюю поверх- 
ность здашя и передають колебавя веществу, на- 
зыввемому эфиромъ. ДалЪе, если ны положимъ рука 
на камни, то почувствуемъ ихъ равноифрную про- 
хладу, символически говоряшую © мирномъ поков 
здавя. Но это чувство температуры просто указы“ 
ваетъ, что мы ошущаемъ ‘переходъ ‘теплоты оть 
руки къ камню, или наоборотъ оть камня къ рук®.` 
ВЪль согласно современной наукБ тепло есть не 
что иное, какъ движеше молекуль тфда. Наконецъ, 
начинаеть играть органъ, но и звукъ опять-така 
представляеть не что иное какъ движеше частидъ 
воздуха, ударяющаго о вашу барабанную перепонку. 

Такянъ образомъ стремлеше дать механическое 
объяснеше явлеший является попыткой объяснить 
ихь при повощи общих положен вредё того, 
что такое то и такое те вещество или Вло нахо- 
лилось раньше на этомъ мфств, а теперь находится 
танъ`то. Этимъ путемъ мы приходимъ къ великой 
обновной иде? современной науки, что всф наши 
ощущеня являются результатомъ сравнефя иаыф- 
ненныхъ формь и расположенй предиетовъь въ 
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пространетеЬ въ разные моменты времени. Отеюдй 
° слбдуеть, что законы движевя, т. е. законы изиф- 
неня формъ и расположеня предиетовъ, являютея 
изначальными законами научной физики. . 
Пользуясь математикой при физическихь. олы- 
тахь паука дфлаетъ систематически то, что обыхк- 
новенный человЕкь совершаеть лишь случайно. 
Когда мы говоримъ о стуяЪ, мы обыкновенно нод- 
разумфваемь нфчто такое, что мы видфли или вое- 
врипимали какимъ-вибудь образонь, хотя большая 
часть нашей рфчи и предполатаегь существоване 
кое-чего незавиеимо отъ нашего зря или дру- 
того чувства. Но математическая физика прилержи- 
вается другого метола. Стуль познается безъ вся- 
кой ссылки на кого-нибудь въ частности или на 
кане-нибудь особенные виды воспряя. Въ ре- 
зультать стулъ мысленно превражается въ скопле- 
не молекулъ въ пространствЪ, или въ группу элек- 
троновъ, въ порцию движущагося эфира. и т. д. въ 
зависимости отъ того, накъ его описывають гое- 
подствуюння научныя теорш. Новея суть въ томъ, 
что наука превращаетъ стуль въ предметы, дви- 
таюнщеся въ пространетвв и взаинно вяющце на 
движеше другъ друга. Тогда различные элементы, 
или факторы, входяще въ комплексъ воепринимае- 
мыхъ такимъ образомъ явленЁй, являются лишь ли- 
нейными м®рами длины, угловыми величинами, и5- 
рами поверхноети и объема и т. д, при помощи 
которыхъ можно установить положеве тфль въ 
пространств$. Разумфется, въ добавлен къ этимъ 
теометрическимъ элементамъ самый фактъ движешя 
и перекны дфлаетъь необходинымь внедеше ено- 
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ростей измфнен я этихъ элементовъ, т.е. иначе го-. 
ворн: линейныхъ и угловыхъ скоростей, ускоренй 

ит. п. Соотвфтственно этому математическая фи- 

зика имфеть дфло съ соотношешями между пере- 

иЪнными величинами; при этомъ предполагается, 

что они представляютъ соотношетя, существуюция , 
въ природБ между нфрани этихъ геометрическихь 

элементовь и скоростями измфнешя послфднихъ. 

Но иатенатичесве законы всегла имфють дёло съ 

перемфнными величинами и только изрёдка при 

провфрк законовъ посредствомъ опытов» или при 

пользовани законами для особыхъ преденазамй 

подставляются опредфленныя числа. 

При познавани м!ра такимъ отвлеченнымъ пу- 
темъ черезъ изучене математической физики, гдЪ 
только положеня и формы преднетовъ разсматри- 
ваются выфет$ съ изифненяни ихъ, обнаруживается 
тоть интересный фактъ, что явленёя такого абстракт- 
наго мфа достаточны ДЛЯ „объяснешя“ нашиху 
чувствъ. Когда мы слышимъ звукъ, это значить, 
что сообщается извфстнымъ обгазомъ колебаше мо- 
лекуламъ воздуха; когда имфется колебаше ч8- 
стицъ, или воздушныя золны, какъ оно называется 
веф нормальные люди слышать звукъ; а если нфТЪ 
воздушныхь волиъ, нЪтЪ и звука. И соотвфтетвенво 
этому физическая причина, иди начало, или парал- 
лельное явлеше (какъ нноге предпочли бы назы- 
вать это), лежить въ основ другихъ натихъ ощу- 
щен. Сами наши мысли соотвфтетвують ‘строен 
и лвижевямъ мозга. Повредите мозгъ и вы повра- 
дите мыслительный аппаратъ. Между тВыъ явлешя 
этого физичеекаго мра слдують другь за другомъ 


‚- 
вогласно математическим законамъ, которые пре“ 
небрегаютъ- всякими спетальными ощущеняни. 
мыслями и чувствами. . 
Этоть ваглядь на отношеше ира. математиче- 
ской физики къ нашимъ чувстванъ, опущен яиъ.и 
инелямъ теперь, безъ сонифия, является общииъ. 
Но онь породилъ въ свое время немало споровъ и 
вызваль трату болышого количества черниль. Мы 
находимъ необходимымъ сдЪлать лишь одно замЪ- 
чан!е. Весь вопросъ, какъ мы видфли, воаникъ изъ 
стренленя описать или „объяснить“ выфнийй в!ръ 
исходя изъ нашихъ разнообразныхь ощущенй и 
чувствъ, во описать въ то же время такъ, чтобы 
. онъ ве завие$лъ существенно отъ какихъ либо 060 
быхъ ошущешй или отдфльнаго лица. Является ли 
такой мръ лишь бодытой волмебной сказкой? Но 
волшебныя сказки фантастичны и произвольвы, и 
если бы такой ицуь существовалъ въ двйствитель- 
ности, отъ долженъ изликомъ нодлежать точному 
описаяю, которое вФрно опредфляеть его различ- 
ныя части и ихъ взаимныя отношен!я. На самонъ 
ДФЛЬ этоть научный мръ въ значительной степени 
выдерживаеть такое испытанше, а происходящия на 
немъ явлев!я могутъ быть изслёдованы и предека- 
заны при помощи отвлеченныхъ математическихъ 
идей. НесомвЪнно кажется, что мы имфемъ здЪеь 
индуктивное подтверждеше нашего первоначальнаго 
предположетшя. Конечно, надо согласиться, что ни 
одно ивдуктивное доказатезьство не рёшаеть во 
проев окончательно. Но если всякое представлеше 
с арЪ, существующемъ независино оть нашихь 
частныхь ощущен!й, ошибочно; то интересно было 
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бы объяснить, почему попытка изобразить этотъ 
эръ при помоши подходящихь математическихъ. 
понятий, иметь такой блестяций успЪфхъ. 

Къ сожалЫйю, педостатокъ мфста не позволяеть 
нажъ входить вт подробное объяснеше другихъ з9- 
коновъ движешя. Остальную часть этой главы надо 
посвятить объяснению замфчательныхь идей, имЪю- 
щихъ одинаково важное значеше какъ для матема- 
тической физики, такъ и для чистой математики: 
это-—понятйе о векторальныхь величинахъ и за- 
новъ параллелограмма для сложешя векторовъ. Какъ 
мы видфли, сущноеть движешя заключаетея въ 
тояъ, что ТЁло, которое раныше находилось въ А, 
теперь находится въ С. Для опредфленя этого пе- 
редвижевя изъ А въ С требуется установить два 
различныхь элемента, а именно величину передви- 
жешя (т. 6. длину АС} и направлене, И воть все, 
что подобно этому передвиженио вполнф опредф- 
ляется величиной и направлешемъ, ноеитъ назва- 
не вектора. Напримфръ, скороеть для своего опре- 
дЪлешя требуетъ указазаня величины и ваправле- 
я. Она должиа быть выражена чнеломъ напр. 
миль въ часъ въ такомъ то и такомь то напра- 
влеши. Существоваше этихт, элементовъ въ опре- 
дфленш скорости и независимость ихъ другь отъ 
друга ярко иллюстрируется дВйствемъ капитана 
на пароход, который сговаривается относительно 
нахъ съ двумя различными подчиненными: глав- 
ному инженеру онъ указываеть число ‘узлоръ, ко- 
торое пароходь долженъ развить, а штурнану— 
куреъ, котораго едЪфдуеть держаться. Съ другой 
стороны и степень изинен!я скорости, т.е. еко- 
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роеть, которая прибавляется въ каждую единицу 
времени, является тоже векторальной величиной 
и называетея ускоренемъ.. Соотвфтетвенно этому и 
сила-—вЪ механическомъ смыелф--являетея векто- 
рвльвой величиной. Въ самомъ дфлф векторальная 
природа-еилы слфдуетъ согласно принципамъ неха- 
вики изъ самыхъ понят о скорости и`ускорени. 
Но въ обсуждеве этого вопроса намъ нфтЪ надоб- 
ноети входить. Здфсь достаточно указать, что на 
т%ло дЪйствуеть сила всегда извфстной величины и 
въ опредфленномъ нэправлени, 
Веб векторы могутъ быть представлены графи- 
чески при помощи прямыхъ лин, Для этого надо 
‚лашь слБдующее: 1) масштабъ, единицы длины 
котораго соотвфтетвовали бы единицаиъ величины 
вентора—напримфръ, въ случаЕ скоростей—одинъ 
дюймъ для скорости въ 10 миль въ часъ, а въ слу- 
чаф силъ--одинъ дюйшъ для силы тяжести въ 10 
тонн; 2) чтобы направлеше лини на чертеж соот- 
вфтетвовало направлено вектора. Тогда отрзокъ, 
заключающуй въ себ надлежащее чиело люймовъ 
и проведенный въ надлежащемтъ направлени, пред- 
ставляеть данный векторъ въ произвольно выбран- 
ной единицФ. Такое графическое изображеше век- 
торовъ имфеть первостепенное аначен!е. 
Предположимъ, что векторъ АС на фагурЪ 6, ° 
прадставляеть изы5нене положення тёла, двигаю- 
щагося оть 4 кь С,—мы его назовемь векторомъ 
передвижен!я. Необходимо замфтить, что если—с0- 
гласно изложенному выше—приведене физическихъ 
нвленй къ простымъ. перенфщешямь въ простран- 
ствЪ правильно, то вс друше виды физическихъ 
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векторовъ въ дфйетвительности могуть быть тЕмъ 
или инымъ путемъ приведены къ этому едииствен- 
ному типу. Но конечное передвижеше изъ 4 въ 0 
можеть быть выполиено съ тЁмь же успфхомъ при 
помощи передвижеыя изъ А 
въ В, а затфиъ изъ В въ С 
или, замыкая параллелограмиъ 
АВСР, передвижешемъ изъ 4 
въ Р, а затфмъ изь Р въ С. 
Выполненныл такикъ образомъ 
передвижешя носять назваше 
сложенныхъ. Это являетея про- в 
стыжь опредфлещенъ того, что 

мы подразуюфваенъ подъ сло- А 

жешемъ передвиженй. ЗамЪ- Фиг. 6 

тимъ далфе, что такь какь 

подъ ‘параллельными лиШями мы подразум®ва- 
емъ таюя, которыя проведены по одиому напра- 
вленно, то перадвижешя тёль изъ В въ Си 
изъ 4 въ Л ножно считать одинаковыми, но иехо- 
дящими изъ двухъ разныхъ начальныхъ положенй, 
При такомъ предетавлени мы можемъ говорить о 
ъпередвижени изъ 4 въ Ш по отношеншю любого 
тфла, находящагося въ любоиъ положенш, напри- 
ифръ въ В. Такинъ образомъ мы можемъ сказать, 
что передвижеше изъ А въ © можно представить 
себЪ какъ сумму двухь передвижен!: изъ А въ В. 
и изъ А въ О, выполненныхъ въ любомъ поряак$. 
Здфеь мы выфекъ закокъ параллелограмиа для сно- 
женя передвижен!й, который глаечтъ: вели про- 
изошли два передвиженя изъ А въ В и ить В въ 
Р,слёнуеть начертить нараллелограмыъ АВСЬ, и 
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`дагональ его АС будетъ представлять сумму обоихъ 
передвиженй. 

Все это иё первый взглядь можеть ‘казаться 
очень иснусственннымъ. Но необходимо замфтить 
что сама ‘природа представляеть намъ такой при- 
мвръ. Пусть пароходъ движется по направленю 
ЯР (р. фиг. 6), а человфкь ходить по палубЪ. 
Если бы парохолъ находился въ поко$, онъ бы въ 
‘одну минуту пришель въ В. Но въ течеше этой 
минуты его исходная точка на палуб 4 передви- 
нулась въ 1), а его путь по палуб перемфетался 
изъ АВ въ ОС. Такииъ образомъ дЪйствительное 
его передвижене по поверхности моря состоитъ въ 
переход® изъ А въ С. Однако нажъ при анализь 
оно представляется въ вид сунмы двухъ передви- 
знешй, а именно; 1) изъ М въ В--движешя отно- 
сительно парохода и 2) изъ 4 въ Ю-—движещи па- 
рохода. 

Если принять по внимае эдементь времени, 
именно одну минуту, то дагранна передвиженя 
человвка АС изображаеть его скорость. Ибо разъ 
АС представляеть лередвижеше на столько то фу- 
товъ, то оно теперь при этомъ услови будеть взо- 
бражать передвижеше во столько-то футовь въ 
минуту, т. е. иначе говоря-скорость человфка. Въ 
такемъелуча АР и АЛ представляютъ двЪ скоро- 
сти: скорость человфка по отношешю парохода и 
скорость парохода, „сумма“ которых составляетъ 
его окончательную скорость. Очевидно, что да- 
граммы нопредфлешя нередвиженй превращены въ 
даграммы и опредфленя скоростей путенъ допущеня 
что шаграимы представляютъ передвиженя въ еди- 
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ницу времени. Далфе даграммы и опредвлевя. ско- 
ростей превращаются въ маграммы и опредфлен/я 
ускоретй путемъ допущешя, что даграммы пред- 
ставляють скорости, прибавляемыя въ единицу 
времени. | 

Такимъ образомъ подъ сложешенъ векторов 
скоростей и ускорейй мы подразумфвземь еложе- 
ше ихъ по закону параллелограмна. 

Затфыъ с0- р с 
гласно законамъ 
движен!я сила 
вполнЕ _ пред 
ставлена векто- 
ромъ ускореня, 
которое опа со- 
общаеть  тфлу 
извфетной мас- /\ 
вы. Соотвфт- А 8 
ственно этону Фиг. 7. 
мы будемъ го- 
ворить о сложени силъ. ‘когда будемъ вычислять 
ихъ общее совифстное дЕйстье по закону паралле- 
дограмма. 

Какъ видно изъ изложеннаго выше, для основ- 
ныхь векторовь физики, какъ-то: передвижешя, 
скорости и силъ, сложене двухъ одноименныхь 
векторов имфеть ифлью получить, равнедфйствую- 
‚щй“ векторъ по закону параллелограмма. 

Наиболве простой тнтъ параллелограмна прел- 
ставляеть прямоугольникъ, и въ чистой математикв 
поетоянно приходится обращаться къ соотношеню 
между единымь векторомь АС (ср. фиг. 7) и двумя 
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воетавляющими — АВ и АО, перпендикулирными 
другъ къ другу. Пусть л,› уи г единиць длины 
представляють соотвтетвующие отрёзки АВ, Ари 
Аб, а т единиць угловыхь изирешй соотвфт- 
ствують величинф угла ВАС. И вотъ соотношешя 
между х, у ти я во вефхь сочетаяхь являются 
предметомъ постояннаго обсуждевщя въ чистой на- 
тематик, и результаты получаются какъ разъ та- 
ке, каше необходимы для практичеекаго приифне- 
{я основныхъ векторовъ математической физики. 
Эта даграмма, является главнымъ мостомъ, черезъ 
который проходять результаты чистой математики, 
чтобы получить причфнеше къ изученю явленй 
природы. 


Глава \. 
Символизмъ математики. 


Мы теперь возвратимся къ застой математик 
и разсмотримь болфе подробно тоть комплекеъ 
идей, изъ котораго эта наука построена, Первый 
пункть, на которомъ мы остановинся,—это еимво- 
лизиъ математики, и мы начнемт, съ самыхь про- 
стыхь и вефиъ извфотныхь символовъ — именно 
ариометическихъ. 

Предположинъ на этоть разъ, что иы имфенъ 
совершено ясное предетавлене относительно и- 
лыжь чиселъ, изображаеныхь по арабскому счисле- 
ню знаками 0,1, 2...9, 10, 11... 100, 101... и т. д. Это 
счислеше перешло въ Европу оть ирабовъ, а ТЬ 
повидимому, заимствовали его изъ индусскихъ источ- 
никовъ. Первый трудъ, въ -которокъ оно ‘система- 
тически объяснено, написан индскимъ матема- 
тикомъ Баскара (родилея въ 1114 г. поел `Р:Х.). 
Но современныя цифры могутъ быть прослжены 
вплоть до седьмого вЁка нашей эры и по веей вз- 
роятноети были первоначально изобрётевы въ Ти- 
бетф. Однако для нашей задачн исторя счиелешя 
являетея второстепенной деталью. Ивтересно отм$- 
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Чить лишь то громадное значене, которое ймветь 

‚ хорошая система счнслешя. Освобождая умъ оть 
венкой лишней работы, хорошее счислеше даеть 
ему возножность соередоточиться ва болфе важ- 
ныхъ проблемахь и въ результат®’ увеличиваеть 
‘иятелдектуальную силу расы. До введешя арабской 
‚системы счислешя ‘умножеше было трудной зада- 
чей, и дфлеше однихъ ужъ ифлыхь чиеель требо- 
вало участя величайшихь математическихь умовъ- 
Въроятно, ничто въ современномъ ну не‘удивило 
бы греческаго катематика боле того факта, что 
подъ вмяшемъ всеобщаго обязательнаго обучешя 
значительная часть вародонаселешя Западной Ев- 
ропы ножеть зыполнить двлеше даже самыхъ боль- 
щихъ чиселъ. Этоть факть казался бы ему явно 
невозможным. 

Обобщеще этой системы внлючещшемь въ нее 
десятичныхь дробей поелфдовало не ранфе семнад- 
цатаго вЪка. Наше тенерешнее унЁше легко обра- 
щаться еъ десятичнымидробями является чудес- 
нымъ результатомь постепеннаго изобрётещя со- 
вершенной системы счисленя. 

Математику часто ‘считають трудной и таин- 
ственной наукой вслфдстые многочаслевныхь сим- 
волическихь знаковъ, которые въ ней примфняются. 
Разумфется нфть ничего боле непонятваго, чыъ 
знаки, которыхъ мы не знаемъ. Трудно также ся$- 
дить за символическими знаками, которые мы по- 
нимаемъ лишь отчасти и которыми мы не привыкли 
пользоваться. Точно такимъ же образомъ техниче- 
све термины какой-нибудь професеш или ремесла 
непонятны для тфхЪ, кто кикогда не обучался имъ. 
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Но это вовсе не потому, чго они трудны вами но 
себЪ. Наиротивъ, ихъ всегда вводять только, чтобы 
облегчить дфло. Такъ и въ математик $, если идеякъ 
ея удфлять серьезное внимаше, символы неизмфнио 
служать для огромныхь упрощен. Они не только 
имфють практическое прикфнете, но представляютъ 
и большой практичееый интересъ. Ибо они пред- 
ставляють анализь идей натенатики и дають почти 
художественное изображене ихъ взаимныхь отно- 
шенй. `Еели кто-нибудь сомнЪфвается въ польз 
символовъ, пусть онъ безъ ихь помощи выразить 
полностью все значеше сяфдующихь `равенствъ, 
которыя предетавляють нЪфкоторые основные за- 
коны алгебры '): 
зто, очевидно, вЪрво, 

яр 

2 ар-Ре==+0-9 

3) яХу=ухх 

зефях.=ехохо 

Эахо-ад=ехя-еха 


1) При этевуи этихъ равенстет необходимо помнить сл®- 
дующее: скобки вЪ математикь употребляютея для обозна- 
Ченфя того, что дъйствы внутри ихъ должны быть выпол- 
цены вначадю. Твкимъ образомъ (1-3)? укевывлеть. 
ваыъ, что вназвяь сльдуегь сложить Зв |, затвыъ къ ре- 
зульталу прибавить 2; а 1--(3-—2) праглашаеть нвеь она- 
чада слождть 2 и 3, затьмъ прибавить сумму къ 1. Далье 
зисленвый примбръ 5-го равенства даеты 

зхв+9=ехэ-+еха. 
Мы выполняемъ сначала дьйства, укозавныя въ скобкахъ 
‘и получаемь: ША 
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Равеиства 1 и 3 представляютъ законы нереста- 
новительный и Фочетательный для сложешя, ра- 
венства 3 и 4 тЁ же законы для умноженя, а ра- 
зенство 5— законъ распредфлительный для сложешя 
и умноженя. Напримфртъ, безъ помощи сииволовъ 
равенство 1 выразится такъ: при сложен двухъ 
данныхь чисель результатъ получаетея одинъ и 
тоть же, прибавляенъ ли мы второе данное чиело 
къ первому или, наоборотъ, первое ко второму. 

Этоть примфръ показываеть, что при помощи 
свмволовъ мы можемъ совершать почти механически, 
ва глазъ, таще мысленные переходы, которые въ 
противнонъ случаЪ потребовали бы наивыешаго на- 
пряжён]я мыелительныхъ способностей. 

Глубоко ошибочный труизнъ, повторяемый во 
везхъ прописяхъ и нерфдко цитируемый почтенными 
людьми при произнесеши рфчей, заключается въ 
томъ, что мы должны раавивать въ себф привызку 
думать о томъ, что мы дФлаемъ. На самомъ дБлф 
инфеть мфсто какъ разъ противоположное. Про- 
трессъ цивилизащи выражается въ ‘увеличен числа, 
важныхь дЪйстьй, которыя мы можемъ совершать, 
не думая о нихъ. Мыслительныя операши подобны 
кавалерййскимь атакамъ въ битв —оиф строго огра- 
ничены въ числЬ, требуютъ свфжихъь лошадей и 
должны быть совершены лишь въ рЪлпительные 
моменты. 

Зеякая систена знаковъ должна обладать слф- 
дующимъ весьна важнымъ качествокъ; она должна 
быть сжата, такъ чтобы знаки можно было быстро 
Писать И ОХВЛТИТЬ ИХЪ ОДНиМЪ ваглядонъ. Но ны 
не можемъ поифстить знаки ближе другь къ другу, 
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чЪмъ въ непосредстяенномъ соприкосновенш. СлЪ- 
довательно, въ хорошей систем знаковъ нахожде- 
ще символовъ въ тфеномъ соприкоеновеши должно 
инфть важное зназеше. А это является однимъ изъ 
достоинствъ арабской систены счисленя. При по- 
мощи десяти символовъ: 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
и простымъ расположешемъ ихъ’рядомъь другъ съ 
другомъ оно выражаеть любое чиело. Въ алгебрЪ, 
когда мы имфемъ два перемфиныхь числа лит 
мы должны выбрать, что ны буденъ обозначать рас- 
положеше символовъ ху рядомъ. Наиболве важ- 
ными дйстьяии являются сложеше и умножеше. 
Математики, стремясь сжать свою систему знаковъ, 
установили писать ху вмфсто хЖ.. Такимъ обра- 
зомъ приведенные выше законы 3, 4и 5 въобщемъ 
пишутся такъ: 
дул (ву) 2 = (уз), 2 (угу д, 

при чемъ получается большой выитрыйтъ нфета. То 
же правило примфнаетея и при номфщени опре- 


двленнаго чиела рядомъ съ перемннымъ. Мы пи- 
шемъ 8х вибсто ЗЖх и 305 выфето 30 Хх. 


Само собой очевидно, что при подетановкВ опре- 
дфленныхъ чиселъ вибото перехфиныхь не надо за- 
бывать возстановить знакь умножешя Х, дабы не 
спутать результать съ тЁфмъ, что подучается по 
арабскому ечисленио. Поэтому, когда мы подста- 
вяяемъ 2 вифето ха 8 вифето у въ выражен ху’ 
мы должны писать 2Х 8, а не 23, что означало бы 
20-3. 

Интересно отифтать, коное. важное значене для 
зсёго. развимя науки можеть иифть скромный на 
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‹ первый взглядь синволъ. Онъ можеть служить для 


яркаго изображеня идеи, часто весьма глубокой и 
своииъ существоващемь даеть легкую возможность 
иллюстрировать отношене этой идеи ко вефмъ 
_ еложнымъ рядамъ идей, въ которыхъ она встр$- 
зается. Напримфръ, возьмемъ самый скрокный изъ 
вех символовъ, именно 0, который соотвфтетвуетъ 
числу нуль. Римская сиетена счислешя не имвла’ 
знака для нуля, и большинство математиковъ древ- 
няго в:ра по всей вфроятноети были бы страшно 
поражены понямемъ нуля. ВФдь на самомъ дфлЬ 
. это очень глубокое понят, не совсфиъ простое. 
* Много полемики относвтельно значешя нулеваго 
количеетва ножно найти въ фалософекихъ трудахъ. 
Но въ дфйствительности нуль ие представляетъ по- 
нятя, бодфе глубокаго и труднаго, ч6мъ другя ко- 
лизественныя числительныя, что мы подразумваекъ 
подъ 1, 2 или 3? Мы привыкли пользоваться этими 
понятями, „но большинство изъ насъ было бы но- 
ставлено въ туникъ, если бы пришлось дать ясный 
анализъ проетфйшихь исходныхь понят. Что ка- 
сается нуля, то намъ не приходитея пользоваться 
этимъ поняемъ въ дфлахъ повседневной жизни. 
Никто не пойлеть покупать нуль рыбы. Въ нфко- 
торомъ отношенги нуль являетея самымъ нивили- 
зованнымъ изъ вефхь количественныхъ числитель- 
ныхъ, а употреблеще его навязано намъ при по- 
средствф искусетвенныхь методовъ мысли. Много 
зажныхьъ услугъ оказываеть намъ символь 0, кото- 
рый обозначаеть число нуль. 
Этотъ символъ развивался въ связи съ арабской 
системой счисленя, ‘существенной частью которой 
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онъ являетел. Въ этой систем значене пифры 
зависитъ оть разряда, въ которомъ она находится. 
Раземотримъ, напримфръ, цифру 5 въ числахъ 25, 
51, 3512 и 5213. Въ первомъ числ 5 означаеть 
пять, во эторонъ чиелв-—пятьдесятъ, въ третьемъ— 
пятьеоть, а въ четвертомъ--пять тысячъ. Когда мы 
нишемъ число нятьдесятъ-одинъ въ сиуволичеекой 
фориВ 51, единица отодвигаеть цифру 5 на второе 
мфето (считая справо налЁво) и такимъ образомъ 
прилаетъ ей аначене ‘пятьдесять. Но если мы хо- 
тимъ выразить число пятьдёеять само по себЪ, то 
цифра 1 не можеть уже сослужить этой службы 
ибо намъ въ разрядЕ единицшь необходима такая 
цифра, которая бы не прибавила ничего кб всему 
чиелу и въ то же время передаинуха цифру 5 на 
второе мфето. Эту роль исполняеть цифра 0—сим- 
воль нуля. Тф, кто первые стали пользоваться © 
для этой цФли, весьма вфроятно, не имфли опре- 
дфленнаго представлешя о нуля. Имъ просто ну- 
женъ былъ знакъ для обозначеня того, что данный 
разрядъ ничего не прибавляеть къ общей суму 
веего числа. ПоняМе о нулВ вфроятно выкристал-. 
лизовалось постененно’ велфдетые желашя `уподо- 
бить этотъь знакъ ио значению символамъ 1, 2... 9, 
которые дйствительво представляють количеетвен- 
ныя числа. Это, однако, не единственный случай, 
когда глубокая идея вводится въ математику черезъ 
сямволъ, который первоначально былъ вызранъ къ 
жизни соображешяин практическаго удобетва. 
Такимъ образомъ, вначалё 0 прямфнялея съ 
ЦВлью сдфлать арабское счислеше возможнымь— 
служба ‚не малвя. Мы можемъ представить себф, 
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что вначал®. поел введевя-0 практическе люди 
изъ тёхъ, кто не любить фантастическихь идей 
порицани грубый обычай отождествлять этотъ сим 
волъ съ числомъ нуль. Но они были ненравы, какЪ 
таюе люди бываютъ всегда, когда переетають 
иснолнять евою настоящую функцю—разжевывать 
пизху, заготовленную друсими. Потому что важная 
роль, которую играетъ символъ 0, существенно за- 
висить о1ъ того, что онъ сталь обозначать чисно 
х нуль. 

Второе примфнеше символа 0 на вервый взглядъ 
кажется настолько простыхъ, что начинающаго 
трудно заставить осознать его значеше. Начнемъ 
съ простого лримфра. Въ глав НП мы упоминали о 
соотношени между двумя перемёнными числами 
хи, выраженвыми уравнешемв х--у—1. Оно 
можеть быть преобразовано самымъ различнымъ 
образомъ, напримръ: х==1— у, у=1—л, 2х-|- 
Зу—1—=я--3у, ит. д. Но самой важной формой 
для выражешя этого уравнешя является: 


#у— о. 
Подобнымъ же образомъ самой важной формой для 
выраженя уравневя х==1 является х — 1 =0, а 


для выраженю уравненёя 3х — 2 — 2х? —сяЪдующая 
формула: 2х? —8х--2 = 0. Сущность формы заклю- 
чается въ томъ, чтобы всф знаки, предетавляюще 
перехнныя величины, т. е. хи у, а также т%, ко- 
торые обозначають нфкоторыя опредфленныя числа 
за. исключешежьъ нуля, вродф 1 или 2 въ приведен-` 
ныхь выше примфрахъ пишутся въ лёвой части 
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уразненшя, такъ чтобы вся она могла быть прирав- 
нена нулю. Томасъ Гарроть (родилея въ ОксфордЬ 
въ 1560 году, умеръ въ 1621 г.), какъ говорятъ, 
первый сталь пользоваться этой формой. Но въ 
чемъ же завлючиется значене этого простого пре- 
образовавя уравнешя? Оно сдфлало возножнымъ 
развит!е современнаго представлен!я объ алеебраиче- 
ской форм. 

Къ этой иде мы должны будемъ постоянно 
возвращаться. Безъ преувеличеня можно сказать, 
что ни одна часть современной ‘математики не мо- 
зкетъ быть настоящимъ образомъ понята безъ обра- 
‘шешя къ ней. Ноняте о форм настолько обще, 
что его трудно выразить въ отвлезенныхъ терми- 
вахъ. Велдетве этого ны лучше ограничимся раз- 
смотр емъ отдфльныхъ примфровъ. Такъ, уравне- 
я 2—3—=0, х—1-=0, 5х —6==0 являются 
уравнешями одной и той же формы, & именно: они 
заключаютъ въ себф одно. неизвВстное. х, которое 
не помножено на само себя, такъ что отеутствують 
47, 18 ит. д. Съ другой стороны, 3л* —2х-|-1=0, 
м —85--2-0, ^—4=0 ве также предста- 
вляють уравненя одной и той же формы, потому 
что они заключають въ себф одно неизвфетное * и 
въ нихь имфется хЖх, т. е. №. Эти уравнешя но- 
сять назваше квадратныхъ. Подобныиъ же образомъ 
кубичесыя уравнешя,  которыя заключають въ 
себ `х*; составляють особую фориу, и т. д. Среди 
данныхьъ выше трехъ квадратныхь уравнешй замф- 
зается небольшое разлище: послёлнее изъ Нихъ 
х?—4==0 ие содержить х въ первой степени (не 
„помноженнаго ив езиого себя, въ отлище оть 5°), 
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а первыя два содержатъ. Это разлище весьма мало- 
зажно сравнительно съ тёмть фактомъ, что вс. три 
являются квадратными уравненями. 

Кром того имфются формы уравневй, уетана- 
вливающихь соотношен!е между двумя перемфнными 
величинами, какъ напримфрь: «ру 1=0, 2х-- 
3у—8=0 ит. д, Это все примфры такъ называе- 
мой линейной формы уравнегдя. Основашемъ для 
назвашя „линейное“ послужило то обстоятельетво, 
что графичесв:й методъ, объяснене котораго дано 
въ нонпф второй главы, всегла изображзеть тая 
уравнешя прямыми лиШями. Имбютея и другпя 
формы для двухъ перемфниныхъ--наприм$утъ, квад- 
ратная, кубическан и т. д. Но мы здЪфеь считаемъ 
зажнымъ подчеркнуть тоть факть, что изучеше 
форны облазено и, въ дЬйствительности, стало 
возножнымъ благодаря образдовому методу писашя 
уравнешй еъ знакомъ 0 въ правой части. 

Въ отношеши изучешя форны 0 сослужилъ еще 
одну службу. Какое бы численное значеше не 
имбль х, ОХ х==0 и х-[-0-=х. При помощи этихъ 
свойствъ небольния ‘разлищя въ фори$ могутъ быть 
огдажены. Такъ, упомянутое выше различе между 
квадратными уравневями 4? — 8х 2=0и х— 4=0 
можеть быть уничтожено, если ваписать поелёднее 
уравнеше въ видё Г (ОЖХл)—4=0. Потому 
что, соглаено установленнымь выше законамъ, 
м. (0Жх) —4=51--0—4=57—4 Отсюда слф- 
дуеть, что уравнеше. ^—4=0 является дишь 
представителемъ особяго класса квалратныхь урав- 
ненй и принадлежить къ той же общей фориЪ, 
это и 12—85 2=0. 
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Благодаря этимъ тремъ причинамъ знакъ 0, вы- 
ражеюнй число нуль, инфетъ важное значене въ 
современной математикЪ. Онъ открыль намъ раз- 
личныя области для изелБдовая, которое было 
невозможно безъ него. 

Свиволизмъ матенатнки являетея въ дфйстви- 
тельности отпрыскомъ общихъ идей, которыя гос- 
подетвуютъ въ наук. Мы теперь познакомились съ 
двуюя такими общими илеями, а именно: о нере- 
и"фнныхь величинахъ и объ алгебраическахь` фор- 
махъ. Соединеше этихъ представлений обогатило 
математику другимъ типомъ символизма, почти 
гращюзнаго по характеру, но низуть ие мене дВй- 
ствительнаго. Мы видфли, что уравнеше, заключаю- 
щее въ себ двБ перемфнныхь величины х и, 
выражаеть особое соотношеше между этой парой 
деремфнныхь. Такимъ образомь х-Гу—1==0 вы 
ражаетъ одно опредфленное соотношенше между 
перемфннымй величинами хи у, а 3х -|-Зу—5=0— 
другое. Однако оба соотношешя по форми отно- 
сятся къ такъ называемымъ линейнымь отноше- 
эянъ. Но какъ намъ выразить всякое линейное 
соотношене между перемфнными числами х и 
Мы вфдь хотимъ символизировать всяжое линейное 
Фоотношене точно такимъ же образомъ, какъ х 
предетавляеть всякое число. Это достигается зам$- 
ной чиселъ, встр6чающихея въ опредленномъ е0- 
отношени 3х--2у—5-=0, буквами. Мы получаемъ 
уравнеще ах-- бу —с=0. ЗдЪсь а, 6 и сзамняютъ 
`ивремфнныя числа точно. такъ же, какъ’л и у; во 
при употреблени этихъ двухъ родовъ перем нныхъ 
проявляется сяфлующее разлище. Мы изучаемъ 
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обшия свойства отношеня между х и у при томъ 

‹ усяовш, что а, В и с инфютъ неизмфнное аначене. 
Мы не опредфляемъ, какое значеше имфють, а, 6 
и с. Но какое бы значене они не имфли, очи 
остаются постоянными, ` пока мы изучаемъ отноше- 
не между перемфнными хи у для всей группы 
возможныхь значений х и у. Когда же мы изучили 
свойства этого отношеня, мы замфчаемъ, что такъ 
какъ а, $ и с въ дфйствительноети не были опре- 
дзлены, открытыя нами свойства должны принад- 
лежать всякому отношенио этого рода. Такамъ 
образомъ, иБняя значене а, В и с, мы приходим 
къ мысли, что ах} 5у —с=0 предетавляеть пере. 
мФнное линейное соотношенше между х.и у. По 
сравненю съ хи у эти три перемнныя а, Бис 
называютея постоянными. Иногда перемфиныя, 
‘употребляемыя такимъ образомъ, вазываются также 
параметрами. ‚ 

Математики во избфжаше необходимости объ- 
яснять, кая изъ приведенныхъ перем нныхъ слЁ- 
дуеть считать „постоянными“ икэя—связанными 
данными уравнешями, употребляють буквы конца, 
алфавита для обозначешя „перемфнныхьъ“ перен%н- 
ныхь, а начальныя буквы для ‘обозначешя „по- 
стоянныхь“ первифнныхъ, или параметровъ. Эти 
двф системы естественно ветрфзаютея поередин® 
алфавита. Иногда бываетъ необходимо одно—два 
нояснительныхь слова. Но фактически привычка и 
смысль большею частью вподнф достаточны, и си. 
стена, которая на первый взгляль кажется столь 
запутавой, на семомъ. дВлЪ вызываеть удивительно 
мало недоразумЕнй. 
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Результатом этого поетояннаго вытененя 
опредфленныхь чиселъь поелдовательными рядами 
нараметровъ является то обстоятельство, что мате- 
матики выполняюТъь чрезвычайно мало ариеметиче- 
скихъ двйстый. Многе математнки совершенно не 
любятъ ариометическихь вычислен!й и въ частвости 
не искуены въ этомь. Владфв!я ариеметики кон- 
чаютен тамъ, гдф начинается царство понят о 
„перемФнныхь“ и „алгебраическихь формахъ“. 


"Тлдва УТ. 
Обобщене поняя © числ. . 


Замфчательно характерной чертой математики 
является рядъ родственныхъ идей, которыя были 
введены въ связи съ цфлыми числами, нашим 
исходнымъ пунктомъ. Эти идеи являются результа- 
томъ—можно сказать растяжешя или обобщетя 
поняя о числ. На первый планъ слфдуетъ по- 
ставить поняте о дробяхъ. Древнфйций трактать 
по арифыетик®, который дошехъ до насъ, написанъ 
между 1700 и 1100 г. до Р. Х. египетскимъ жре- 
цомъ, по имени Амесъ, и по. всей. вфроятноети 
является кошей другого болфе древняго труда. Въ 
немъ иного ифста удфлено свойствамъ ‘дробей. 
Отсюда очевидно, что историчееки это понят раз- 
вивалось въ математик очень рано. ДЪйствительно, 
вопросъ весьма простъ. Разднить поле’на три рев- 
ныя части и взять двё изъ нихъ- является опера- 
щей, которая должна была встрЬчаться довольно 
чаето. Слфдовательно, ны не должны удивляться 
тому, что люди древнихь пивилизащи были, зна- 
комы съ понятемъ о двухъ-третяхь и со сходныни 
идеями. Такимъ образонъ, первымъ обобщешемъ 
понят! о числ мы считаемъ дроби. Греки прел- 


— в — 


ставляли себЪ ихъ снорфе въ вид отношешя, такъ 
что грекъ еетественно сказалъ бы: лин въ два 
фута длиной относится къ зиши въ три фута какъ 
2 къ 3. Подь вйянемъ нашей системы обозваченя 
чисель мы бы скорфе сказали, что одна лишя по 
длинф представляеть двф трети другой и предета- 
вляли бы себЪ дЪ трети какъ численный мно- 
житель. , 

Въ связи съ теомей отношешя, или дробей, 
греки сдфлали великое открые, которое вызвало 
интенсивную работу философской и математической 
мыели. Они открыли существоване „несоизи$р- 
мфримыхъ“ отношенй. ДЪйетвительно при евоихь 
гвометрическихь изслВдованяхь они доказали, что 
изъ какой бы линён ни изойти, должны существо- 
вать друмя, длины которыхь не относятея къ дяёнВ 
первой линш какъ два пфлыхь числа или, дру- 
гими словами, существуютъ длины, которыя ме пред- 
ставляють точную’ дробь по отношеньо первона- 
Зально взятой длины. 

Напримёръ, щагональ квадрата не кожетъ быть 
выражена въ видЪ дроби по отношеню къ старон® 
того же самаго квадрата. По нашей современной си- 
стемф счислешя длина магонали равняется И 3 
длины стороны квадрата. Но к®тъ такой дроби, ко- 
торая бы точно выразила У’, ‘Мы ноженъ прибли- 
зиться къ значеню И 2 съ какой угодно точностью, 
но мы никогда не сможемъ выразить эго совер- 


шенно точно. Напримфръ, & чуть чуть ‘меньше, а 
немного больше 2, такъ что УЗ лешить между 
и. Лучшим спотематическииь путенъ для при- 


м 


ближешя къ значенно У 8 оказывается получен 


: ряда’ десятичныхь дробей, гдф каждый послвдую- 


пЫЙ членъ больше предыдущаго, при помощи обыч- 


ваго метода извлеченя нвадратнаго корня. Такимъ 


м м: мы 
родомъ является: 1, в, ми щи ИТ. Д. 


Отношене этого рода греки называли несо- 
изифримыми. Начиная съ того времени, они долго 
продолжали вызывать обильныя философеюя пре- 
ня, з связанныя съ ними трудвыя проблемы были 
разрёшены лишь недавно. 

Мы поставинъ ‘несоизифримыя отношешя на- 
ряду съ дробями и будемъ разематривать цёлыя 
числа, дроби и несоизнфримыя отношешя’ какъ 
образуюния одинъ классъ чиселъ. которыя мы бу- 
демъ называть „вещественными числами”. Мы всегда 
мыслимъ вощественныя числа расположенными въ 
порядкВ по величинЪ: вачинаясь съ нуля, они 
возрастають все выше и выше до безконечности. 
Вешщественныя числа удобно предетавить точками 
на лини. Пусть ОХ будеть какая-нибудь лишя, 
начинающаяся у О и проведенная дальше на без- 
конечное разстояше по направленю ОХ. 
оз зта 

ОМЯИУВРСЯЬ Х 
Возьненъ на ней какую-нибудь подходящую точку 
А, такъ чтобы отрЪзокъ О предетавляль единицу 
длины, и отложимъ вдоль иея отрЁзки 4В, ВС, Ср 
ит. д. равные ОЛ. Тогда точка О представляетъ 
чиело 0, точка 4—1, В—число 2 ит. д. Въ дВй- 
ствительности число, которое представляеть каждая 
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точка, является кфрой разстояя вя оть О, выра- 
женной въ единиц длины ОА. Точки иежду Ои 
А представляють соотвфтетвующя дроби и не- 
соизифримыя числа меньше 1; точка посрединв 
ОА предетавляеть т, №—-, Р--* ит. д. Такимъ 
образомъ каждая точка на ОХ предетавляеть кз- 
кое-нибудь вещественное чиело и каждое веше- ^ 
ственное чиело представлено какой-нибудь точкой 
на ОХ. 

Итакъ, рядъ точекь вдоль ОХ, начинаюнийся 
мЪ О и тянущиеся непрерывно въ направлени оть 
О кь Х, представляеть вещественныя числа, распо- 
ложенныя. по велачикф въ восходяшемъ порядкЪ, 
начинаясь съ О и возрастая до безконечиости. 

Вее это кажется довольно простымъ. Но если 
остановиться подольше на этихъ+ очевидныхь фак- 
тахъ, то изъ нихъ легко вырести нФеколько инте- 
ресныхъ идей. Разснотримъ только рядъ точекъ, 
который предетавляеть цфлыя числа, именно точки 
О, д, В, С, ри пр. ЗдЪеь имфется первая точка 
О, опредфленная слфлующая точка А и каждый 
членъ ряда вродБ А или Вкнифеть одинъ опредф- 
ленный непосредственно ену предшествующий и 
одинъ непосредствено за ннмъ сл6дующуй за исклю- 
чещемъ О, который не инфеть предшественника. 
Рядъ этоть продолжается безконечно. Такого рода 
порядокъ отнееится къ типу ряда цёлыхь чисель 
сущность его заключается въ томъ, чтв каждый 
зленъ имфетъ близкихь сосфдей по обЪ стороны 
за исключенемъ 1 члена ряда. 

Затфыъ разсмотримь цфлыя чнела вифстё съ 
дробями, онуская ‘лить’ точки, которыя соотьфт- 
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отвують ` весонвяфринымь отноженииъ. > Порядок; 
который иы чецерь получаенъ, совершенно отлиз- 
чается оть прежняго. Здесь имфется первый член :^ 
0,. 50 ни у одного члена нфть другого ‘непосреде 
‘ственно ‘предтествующаго или поелфдующего Въ 
этомъ- легко убфдиться, такъ какъ для вбякнхь 

`` двухъ дробей мы ножемъ подыскать третью такую; . 
чтобы она по величинф находилась нежду ними. 
Для этого проше всего сложить об дроби и раздВ- 


лить сумиу пополамъ. Напримфръ, для и вреде 
. вей промежуточной величиной влетел + 16: >) 
т. е. =, а дня дроби > ка а хредней НВ, 


вой величиной является - С - = ЕВ т.е. Е ит. д: 
до беаконечиости. По ложу ‘свойству данный рядь 
называетея „непрерывьымъ“. У него нфтъ ковечной 
точки, такъ какъ онъ возрастаетъ безконечно, по 
иЪрф того какъ мы передвигаемся по лини ОХ. 
На’ первый взглядъь можеть показаться, будто бы 
тить ряда, получеинаго такимъ образомъ изъ. дро-. 
бей и`вбегда включающего ифлыя числа, ничфит не 
отличвется оть ряда, получаёмаго’ взъ вебхь ве: 
шественныхь чиселъ, цфлыхъ, дробных ‘изнееоиз- 
иЪфримыхъ, взятыхъ вифетё, т. е. ить, вебхь точект . 
ва линш ОХ. Все, что ны до сихь пор сказали 
‚ относительно ряда дробей, остаэтся впоявЪ вр 
нымъ для’ ряда всЪхъ вещественных чисель. Но 
икфются и существенныя различя, которыя мы тё- 
церь постараемся вскрыть. Отсутстве- несонакфри» 
мыхъ чиселъ въ ряд* дробей вызываеть отоутетые 
конечныхь. пунктовъ у н8которыхь класеовъ. Раз- 
смотримъ, напринфръ, несоизифримое число ’2: Въ 
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рай вещественныхь чисель оно находитея между 
тфыи, квадраты которыхъ меньше 9, и тёни, квад- 
раты которыхъ больше 2. Но если мы буденъ при- 
держиваться лишь ряда дробей и на буденъ думать о 
несоизифриныхьъ (тогда мы не хожемъ вводить иИ2), 
то мы не найдемъ дроби, которая бы обладала. 


свойством дфлить рядъ на двф части такимъ обра- 


зомъ, что ивадраты вовхь членовъ на одной сто- 
ронф были меньше 2, а на другой больше 2. Слё- 
довательно, въ рядф дробей имфется кажуцийся про- 
бфль, тдЬ долженъ быль бы стоять И 2. Приеутетне 
такихь пробфловъ въ ряд дробей можеть пока- 
заться маловажнымъ дБломъ. Но всяк математикъ, 
которому случится прочесть эти строки, знаетъ, что 
возножное отсутстые предфлоръ или максинумовъ 
‘для одного класса чиселъ, которое однало не рас- 
пространяется на весь рядъ ихъ, является не ма- 
лымъ зломъ. Чтобы избЪжать этого затрудненя, 
пришлось обратиться къ нёсоизмримымъ чиеламъ, 
и такимь образомъ получился полный рядъ безъ 
пробфловъ. . 

Между этими двумя рядами существуеть еще 
одно различе, даже болфе важное. Мы можемъ пре- 
образовать дроби въ рядъ, подобный ряду изныхь 
зяселъ; въ немъ также имфется налицо одинъ пер- 
вый членъ, а кромё того каждый членъ иметь 
одинъ непосредственно ва нимъ слёдующий и {за 
исключешемъ перваго) одинъ непосредствемио пе- 
редь нимъ стоящий. Покажемъ, какъ это можно 
елфлать. Будемъ изображать каждый членъ ряда дро- 
бей в пьлыхь чисель въ вид дроби, напримЪръ: —- 
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`вифето 1, ® вифето Фит. д. весьрялъ дфлыхъ чи- 
селъ, за исключешенъ О. Будемъ танже пока вре- 
менно считать различными дроби одинаковой вели- 


чины, если онф не призедены къ своему праетЪй- 


щему виду, напринфръ, чисяа 1, &, 1, итд 


`Теперь сгрушгируемтъ дроби въ нлаесы, складывая 
°выфст числительи знаненатель кяждаго члена. Для 
краткости нзаовемъ сумму числителя и знаменателя 
дроби показателемь ея. Такъ, ‚напр, 7 являетея но- 
назотелемь “, а также ® и +. Пусть веб дроби въ 
каждовъ клаесв инёютъ одинъ  опредфлонный показа- 
тель, который поэтому можеть быть также иазванъ по- 
казателену класса. ТеперьраспредВдинъэти классы по 
величин ихъпоказателей.У перваго класса показатель 
равняется 2, а единственныхт его числонъ являэтея 


3; показатель второго клаеса равень 8, а члены 
его равны чи =; у третьято класса показатель 4, 
а члены суть 1, 2, 5; ; четвертаго класса пока- 
затель 5, а члены суть т, №, =, ит.д Легко 
можно видфть, что число членовъ (включая еюда 
еще дроби и не въ простёйшемъ вид), при- 
надлежанихь къ одному классу, равняется показа- 
телю безъ единицы. Члены веянаго класеа могуть 
быть расположены въ такомъ же порядиЁ, есди 
принять за первый членъ дробь съ’ чиелителемъ 1, 
за второй членф дробь съ чиелителемъ 2 и т. д. до 
чиеслителя (п— 1), гдЪ п является показателемъ. 
Такимъ образомъ мъ классов съ показателемь и 
члены инфють такой видъ: 
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первыхъ четырехъ класеовъ были выше дфйетви- 
тельно перечислены въ этокъ порядк®. И весь ряль 
дробей расположекъ теперь въ порядкф, подобномъ 


ряду целыхь чисель. Пишется онъ такинъ обравомъ 
ИЕ 
тов 3, 


ее 
3 ва 
53.1, итд 

Чтобы не повторять дроби одной и той же ве- 
личины, ны будемъ вычеркивать тБ изъ нихъ, ко- 
торыя ветрфчаются не въ первый разъ. Средн при- 
веденныхь выше кфекольскихь начальныхь чде- 
ноль дробь’-®, заключенная” въ прямоугольныя 
скобкл, является единственной, которая не приве- 
дена къ простёйшему виду. Мы ее встрёчали раныне 
вВЪ вид -т, и ее нужно вычеркнуть. Но рядъ этотъ 
все еще сохраняегь свои свойства, & именно: 
в}. въ немъ имфется первый члевъ; 5) каждый 
зленъ имфеть непосредственно ему предшествую- 
щаго и непосредственно за нимъ слфдующаго со- 
сфца; ©) рядъ продолжается безконечио. 

Легко можно доказать, что весь рядъ веществен- 
ныхь чиселъ не уклёдывается къ эти ракки. Этоть 
факть былъ открыть иБмециимъ математикомъ Геор- 
томъ Канторемъ. Окъ инфеть крайне важное зна- 
чене для философи математики. Зд®сь мы дьй- 
ствительно сопринасаемся съ великими проблемами 
© значени понят „непрерывность“ и „безконеч- 
ность“. 

Другое обобщеше представлен я о числ® является 
ревультетомъ введешя понямя о такъ называемомъ 
дьйстви или ступенн,—назващя, которыя произошли 
изъ соотвфтетвенно слегка различныхъ точекъ зр- 
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ая. Мы начиемъ съ частнаго случая. Разсмотримъ 
положеше 2--3=5. Мы прибавляенъ $ къ Зи, 
ублучаемъ 5. Будемъ думать о дЪйств и сложешя 8 
и обозначимь это: --8. Даяфе 4—3=1, Будемъ 


`думать о дыйствн вычатешя 3 и обозначимъ 970; 


— 8. Такимъ образомъ мы равсматриваемъ не веще- 
ственныя числа сами по себф, а лЪйствая ело- 
жешя и вычитания ихъ. Бифсто /2` мы предста- 
вляенъ себф -- И? и --И 2, именно дЁйстя ело- 
жешя У и вычитащя И. Слфдовательно, мы 
моженъ и складывать эти дЕйстя, разумфется, 
въ совефмъ иномъь сиысяь, чЪмъ числа. Сунмой 
двухь дАйстый является одно, которое даеть 
такой же результатъ, какъ два дЕЙйствя, выпол- 
няемыя поелфдозательно. Въ накомь порядк слё- 
дуеть выполнять оба дёйствн? ОтьФтъ будеть, зто 
это безразлично, разъ, напримфръ: 
аа =2-1-- 8. 
Такимъ образомъ оть перестановки слагаемыхь 
8 и -- 1 ничто не изкфняется. ° 
У математиковъ существуеть привычка, которая 
сбиваетъ еъ толку людей, занятыхъ искашенъ истин- 


наго значешя всего, но очень удобная на практикЪ, 
а именно, онн употребляють одниъ и тотъ же син- 


‚волъ въ различныхь, хотя и сходныхь смыелаху. 


Но всякому символу они предъявляють одно суве- 
ственное требозане: камъ разнообравны бы ви были. 
его возможныя значешя; формальные законы отно- 
сительно его употреблевя должны всегда оставаться 
неизифиными. Согласно съ этой привычкой еложе- 
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ще дЪйстьй обозначается такимь же знаномъ --, 
какь и’ сложене. чиселъ. Слвдовательно,. вы ‘№0- 
жемь писать: ` 


Р-ею=ь 


Н 
"кд. средый.-- въ дфвой части равенстна обозна- 
‚’ чавть сяоженю дйстьй -|-3.и -р1. Во у насъ 
ить необходимости быть очень пединтичными въ 
нашей систан$ анаковъ за исключещенъ тёжь рёд- 
кихр олучаевъ, когда ны ищенъ. истинваго емысла 
ихъ. Поэтому ны веегда откидываемъ первый -|- 
въ строкф и. никогда не пишемъ два знака - рядом». 
Такимь  образомъ приведенное выше равенство 
превращается въ: . ; 
84-14. ` 
им шлиние. ИбТОДКОВАТЬ ЭТО выражеше какъ 
простое: сложен!е чибелъ, или точнее, какъ еложё- 
ще дЬйстый, которое бодфе  совертеннымъ обре- 
зомъ представлено въ предыдущей формул или, 
наконедь, какъ результать примфневя дйстыя 
- факь числу 8 и получеще числа 4. Всякое истол- 
. ‘коване; вели-оно возможно, всегда правильно. Но 
_при. извфетныхь условяхъ-единственное иетолко- 
ванйе, которое всегда возможно, это теорйя лВйетвй. 
Друмя объяснешя ведуть часто къ нелфаымь ре- 
зультатаыъ. . 
Зяфсь еще разъ зозникаеть вопросъ, который дол: 
женъ быль неоднократно вставать передъ читате- 
лемъ: какая польза отъ этой утонченности мышлен!я?. 
Практичесый человфкъ, конечно, воспользуется слу- 
_заемъ и будетъ настойчиво совётовать бросить всв 
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эти глупыя измышлешя. Нашь же отвфтъ таковъ: 
все, чего математики ищуть, это обобщен! е. 
Поскольку дЁло насается значеня его для схва- 
тывавя математическаго метода, эта идея можеть 
быть поставлена наряду съ поняйяни о пере- 
мВиной величин$ и форм. Какое бы то ни 
было ограничеше относительно общноети теоремъ, 
деказательствь или толкован!й противно духу иа- 
‘тематики. Эти три понятИя, о переменной величин, 
о форм и общности: составляютъ кФчто вродЪ ма- 
тематической троицы, которая стоить во главЪ всей 
математики. Въ дфйствительности они всё про- 
изошли. изъ одного и того же корня, именно изъ 
отвлеченнаго характера этой науки. . 
Теперь поснотримъ, какъ благодаря введеяюо 
понямя о дЪйстыяхъ [достигается общноеть. Возь- 
мемъ уравнене х--1=8; рёшешщемъ его является 
хЬ— 2. Здесь мы можемъ просто принимать наши 
символы за числа, и прибфгать для объявенешя мъ 
„аъйстыямъ“ нтъ необходнности. Ноеслих является 
чиеломъ и только, то уравнеше г-|-3==1 теряеть 
смыслъ. ВЪдь х долженъ представлять чиело пред- 
метовъ, которое остается поелЪ того, какъ мы отби- 
раемъ 8 предмета отъ одного, а таное дЪйств!е не- 
возможно. Туть на помощь прихолитъ наше поня- 
ме объ алгебраической форм, которое само 
является обобщенемъ лишь съ другой точки зръ- 
в:я. Разсмотрикъ общ видъ уравненя той же 
формы, что и х{-1=3. Такое уравнеше предета- 
вляетьл-- «=, а рыненемъ его является х=—а. 
Здфеь наши затрудневя достигаютъ ныешаго пре- 
дла: вЪфдь этой формой можно пользоваться дяя 
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подстановки чисель лашь до тёхъ поръ, пока 5 
больше 2, а мы безъ оговорки не можемъ считать 
аи 5 какими-нибудь постоянными числами. Другими. 
словами, мы ввели ограниченте для измфняености „по- 
стоянныхь“ а иф, которое мы должны провести че- 
резгъ всё наши разсужден!я словно оковы. При та- 
кихъ услошяхь истинно глубоя натематичесвя 
изслёдоваюя стали бы невозможны. Каждое уравне- 
зе было бы въ конц концовъ похоронено подъ 
трудой огракиченй. Но если мы примемъ наши 
символы за обозначее „дфйств“, ве ограниче- 
ыя иечевають словно дымт. Уравнеше х--1=3 
даетъ х==--2, уравнеше х-- 3—1 даетъ х=— 2, 
уравнеше х-ра=ф даеть х=—а, которое въ 
зависимости оть обетоятельствъ представляеть дЪй- 
отыю сложен или вычитатя. Намъ не надо больше 
задумываться надъ тЁмъ, представляеть ли $ —в 
дъйствю сложешя или вычитаня, потому что пра- 
виха пользовашя символами остаются въ обоихъ 
случаяхъ одинаковыми. 

Въ програмку этого труда не входить нисать 
главу изъ элементарной алгебры. Цфлью нашей 
яваяется лишь выяснить основныя идеи, которыми 
направлялся путь созиданя науки. Поэтому въ даль- 
нфйтемъ мы не даемъ подробнаго объяснен:я пра“ 
виль по которым „положительныя и отрицатель- 
ныя числа“ помножаются другъь на друга и воче- 
таются инымъ образомъ. Выше мы уже объяснили, 
что положительныя и отрицательныя числа являютел 
дьаствямя. Онн быля также названы „ступеняии“. 
Такъ, напр., --3 это ступень, по которой мы идемъ 
оть 2 кь 5, а —8 это обратная ступень, по кото- 


14 = 


рой мы иденъ отъ’5 къ 2. Разенотримъ линбе ОХ, 
‘`раздфленную такикъ образомъ, какъ указано въ 
назаль этой главы, такъ что точки ея представля- 
ть числа. “Тогда --2 явдяётся ступенью оть © 
кь_В или оть 4 къ С, иди (если взять дфлешяръ: 
св 4 -: 2. +3 

Ха = -5 $ Г 
обратионъ направлени вдоль ОХ’) оть С’ къ А’ или 
оть О’ мь В’ ит. д. Сходнымъ образомь. — яв 
ляется ступенью оть О кь В’, или оть В’кь р, 
или оть В къ О или оть С.кь А. 


Мы можемъ принимать, что точка, хоторал ‘до 
стигается ступенью отъ О, представляеть эту сту- 
пень. Такъ, А предетавляеть --1, В --2, 4’ — 1 
В’ — ит. д ОтиВтимъ слъдующее: раньше, 
когда мы имбли дфло лишь съ простыми „не 
оббзначенными“ вещественными’ числами, только 
дочки по одну сторону оть О, именно вдоль, ОХ,, 
представляли числа, теперь каждая точка на всей 
лини, простирающейся по обЪ стороны оть О, пред-, 
ставляетъ ступень. Это днетъ наглядное предета- 
влеше о широкомЪ обобщени; котпрое достигается 
благодаря введеншю полошительныхь и отрипатель- 
ныхъ чисеть, именно. дъйствй ‘или. ступеней. Эти 
„обозначенныя“ числа являются въ то же время 
частными елучаями такъ называемыхь. ввкторовъ 
{оть латинекаго слова уеНо— тяну, влеку). В%ль 
мы можемъ принять, что оть.О къ, или оть. А 
къ В передвигается мэтеральная частица. 

Ввипе мы высказали предноложеше, чтр практи- 
чесьйй человфкъ будеть, возражать противъ утон 
‘`ченности мышлен, которую зызываеть введеше 
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положительныхь и отрицательныхь чиселъ. Но мы 
оклеветали эту. превоеходную личность. Ибо въ дЕЙ- 
сетвительности мы являемся свидфтелями одного изъ 
его величайшихь трумфовъ. Сказать правду, самъ 
практичесьй человфкъ и сталь первый употреблять 
наетояше знаки -- и —. Проиехождеще ихъ не 
вноли установлено; наиболёе вфроятиыхъ, пови- 
димому, является предположеще, что они беруть 
начало въ нфмепкихь кладовыхь изъ отифтокъ иф- 
лоиъ на ящикахь съ товарами и служили для 0обо- 
значешя избытка или недостатка въ вЪеВ еравни- 
тельно съ основной еднницей. Самое раннее ука- 
завёе относительно ихъ мы вотрЁчаемь въ кнаг%, 
напечатанной въ Лейнциг® въ 1489 году нослЁ Р.Х. 
Внервые, нажется, ихь сталь примфнять въ мате- 
натикЕ измецьЙ математикь Шифель —въ книгф, 
нанечатанной въ НюренбергЕ въ 1544г. послЪ Р. Х. 
Славу практической ваши раг ехсеЦепсе нфицы 
пробрЪли лень вЪ самое послфднее время. Суще- 
ствуеть старая эпиграмма, въ которой Англя вели- 
чается владычиней морей, Франшя — земли, а Гер- 
маня облаковъ. Ифть соинфыйя, что изъ облаковъ. 
ницы принесли и знаки -|-и—. Идеи, которыя эти 
символы породили, елишкомъ зажыы для благоден- 
стыя человфчества, чтобы исходить изъ моря или 
изъ земли. 

Принфнежя положительныхь и отридательныхъ, 
чиселъь внолнф очевидны. Если длины въ одномъ 
направлены выражены положительными числами, 
то въ противоположномт направления онё будуть 
предетввлены отрицательными числами. Если ско- 
рость`въ-одномЪ направлеви положительна, то въ 
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противоположноиъ-—она отрицательна, Если враще- 
не по кругу въ направдени, противоположной дви- 
жевю часовыхь стрфлокъ. положительно, то дви- 
жеше по направленю часовыхь стрфлокъ отрица- 
тельно. Кели балансь въ банкБ положителенъ, пе- 
реборъ отрицателенъ. Если стекло энектризуется 
положительно, то мы должны принять; что емола 
заряжается отрицательнымь электричествомъ. Въ 
поелфднемъ случаф термины положительная и отри- 

. цательная энектрификащя, хотя они на еамомъ дёлБ 

. разсматривается лишь какъ кростыя названйя; прак- 
тически вытфенили вс остальные. Можно было бы 
привести безконечный рядъ примфровъ. Идея о 
положительныхь и отринательныхь числахъ на прак- 
тик оказалась наиболфе плодотворнымъ продук- 
томь математичеекаго нышленя. 


Глава уп.” 
Мнимыя числа. 


Математичесыя идеи, которыя мы будемъ раз- 
сматривать въ настоящей главЪ, въ свое время 
привлекли не меныше вниманёя, чБиъ т, ноторыя 
были изложены въ предыдущей. Разница лишь въ 
томъ, что это, по мёткому французскому выражен, 
быль „успёхь скавдала“. Не только обыкновенные 
обыватели, но даже литераторы и ученые были 
крайне озадачены тёмъ, что математики посвящають 
свое время изучешю какикъ-то невфдомыхь сущно- 
стей, которыя, какъ показываеть еамое назваше, 
нвно признаются мнимыми. По этому поводу по- 
лезно отм$тить, что сушествуеть типъ людей, ко- 
торые всегда склонны мучить еебя и другихъ во- 
иросомъ о пригодности различныхь техническихь 
назвав и терминовъ. Правильно ли нееоизи римыя 
числа носять назване чиеелтъ? Дфйствительно ли 
положительныя и отрицательныя чиела являются 
числами? Мнимы ли мнимыя числа и являются ли 
хим числани вообще?-—воть образцы подобныхъ не- 
ивныхь вопросовъ. Необходино совершенно ясно 
усвоить себЪ, что въ наук® техничесмя назвашя 
даются совершенно произвольно, какъ дётямЪ хри- 
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сианевя имена. Не ножетъ быть никакого вопроса, 
© томъ, правильны ли эти назван я или кфть. Они 
могуть. быть болБе или ненфе удобны, могут быть 
выбраны такимт образомъ, чтобы ихъ легко было 
вепомнить или чтобы ови выражали какую-пибудь 
важную идею. Лучшую характеристику математиче- 
скихъ назван й и терминозъ даетъ Толстый Горбунъ, 
который говорить Алисв въ „АНеез Адуеллгев 
1 Уопдейвва“ 1} относительно своего умфЫЯ 
пользоваться словами: „За особую плату они у меня 
значать, что угодно“. Поэтому не будемъ ломать 
себф толовы наечеть того, являются ли мнимыя 
числа ниимыми или числами вообще, а принемъ это 
выражене за произвольное обозначеше извфстной 
математической идеи, которую ны постараенся себЪ 
уяенить. : ы 
Поняче о инимыхъ количествахь береть начало 
тамъ же, гдв и положительныя и отринательныя 
числа. Оно покоится на тёхъ же трехь вели- 
кихъ принципахь натенатики: понями о перемфн- 
ныхь величинахъ, объ алгебраической форыЁ и 
обобщены, Идея о положительныхь и отридатель- 
ныхъ числахь появилась при изучени уразнешй 
лакого тийа: х--1=8, х-|-3=1, ини, въ общей 
форм: х--—5. Сходнымъ образомъ вдея о ини- 
ныхь числахь возникла при разбор уравнен я 
типа: 1-3; м =Т и р а=Ь, Пронеесъ 


1) Популяривя дЬтокая сказьа Луиоь Каролла („Похожде- 
ня Алисы въ странв чудесъ“). Мвошя мысли и выражена 
изъ нех стали въ Автл народными поговорками. /7риле. 
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мысли былъ одикаковъ Въ обоихъ. случаяхъ. Урав- 
неше х--1—=8 принимаеть вндъ л'-2, которое 
имфеть. два рёшешя: и=--У? или х=—У®. 
Эти два` елинственно возхожныя рышеншя обычио 
„обозначаются такимъ образомъ: <=У2. Нока 
“что” вов лило гладко, какъ въ предыдущемъ случа. 
"Но здвеь вознинаегь анелогичное же затруднеше. 
оли взять уравнеше 2? -|-3 = №, то оно пранижаеть 
‘ёлвдуюнщий видъ: 4-2: между тмъ нфть такого 
‚положительнаго или отрицательнаго числа, которое, 
будучи помножено на самое’ себя, дало бы отраца- 
тельную ‘величину. Но разъ наши символы должны 
обозначать лишь‘обычныя положительныя и отри- 
`цательныя числа, то уравнеше х*-- —2 не иифеть 
рёшеня и является беземыслицей. Слфдовательно, 
всли.мы перейдемъ къ общей формул 2 --а=", 
то мы будемь имфть нару рышенй для даннаго 
уравненя въ вид `л= У @— тогда— и только 
тогда ногда. 8. не меньше а. Поэтому безъ огово- 
рокъ мы уже не можемъ сказать, что „постоянныя“ 
в и В-могутъь быть любыми числами; другими сло- 
вами, „постоянныя“ а. и 6 не являются болфе неза- 
‚висимыми, неограниченными „перенфнными“, какими 
они’ должны были бы, быть. А за первымъ ограни- 
ленемъ послфдуеть рядъ другихъ, и число илъ бу: 
деть дишь увеличиваться по м$фрф того, какъ ра» 
бота мысли будетъ идти впередъ. 

Такимьъ образомъ, предъ нами стоить та же за- 
дама, ‘что и раньше: мы должяы дать нашимъ сим. 
золамь новое значеще, при которомъ полученныя 
для уравненя «-ра=ь рёшешя + У (5—а) веегда 
‘имфли бы ‘смыелъ. Другими словами, мы должны 
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дать нашамъ символамъ такое толковаше, при ко- 
торомъ выражене Уз будеть всегда ижЁТь опре- 
дфленное значеше, независимо отъ того, является 
ли а положительной или отрицательной величиной, 
Разумфется, объяснеще должно быть таково, чтобы 
всЪ существующе математическе законы: сложен, 
вычитавя, умножешя и дфлевшя, сохраняли евою. 
силу. Далфе, оно не должно противорЁчить тому 
принципу обобщеня, котораго мы доетигли введе- 
зщемъ понямя о подожительвомъ и отрицательномъ 
числё. Оно должио заключать въ себф всВ эти за- 
колы какъ частяые случаи беде общаго принципа. 
Когда @ представляеть собой отрицательное зисло, 
жы иожемъ изобразить его такъ:—*, глВ с является 
положительнымъ числомъ. Тогда мы имфемь: 
Уз=Ус- =УИк-ух Я =УСПУЯ = УС) 
Слфдовательно, если бы мы могли дать нашинъ 
` символамъ такое толковаше, при ноторомъ выраже- 
ве УСТ) имфло бы смысль, мы достигли бы своей 
цфли. Танимъ образомъ УС) являетея главнынъ 
форпостомъ вефхъ инимыхъ величинъ. Найти объяс- 
нее для ныражешя УС-1) представляется задачей 
куда бодфе сложной, чфыъ объяснить выражеше—1.- 
Послёлнй вопросъ рёшавтея самъ собой, лишь 
только усиёль возникнуть. Даже величайших ма- 
тематикамъ едва ли приходила ВЪ голову мыель, 
что здфеь существуеть проблема, которую интереено 
было бы разрёиить. Когда же получалиеь уравие- 
ня типа х3—— 3, то ихь проето игнорировали какъ 
безсжысленныя. 
Вь течен!е восеинадцатаго столфя и даже нЪ- 
сколько раныше стали постепенно сознавать, какъ 


— 81. — 


было бы удобно, если бы этимъ беземысленнымъ 
<имволажъ можно было дать объяснеще. Съ внЪит- 
ней стороны научная разработка вопроса объ этихъ 
символахъ шла своим чередомъ, но она ограничи- 
залась предположещемь, что они подчиняются 
вефыъ обычнымь законамъ алгебраическихь пре- 
<образоваый. Вефмъ была очёвидна возможность 
‚открыть цБлый эфръ интересныхь явленй при, 
услови правильнаго научнаго яепользованя этихъ 
<имволовъ. Въ то время мно математики не со- 
знавали ясно строгой лотичности своего метода; па 
этой почвЪ выросло предположеше, что и символы, 
‚ не инфюлфе значешя, при помощи соотвтетвен- 
ныхъ преобразованй могуть какикъ-то таинствен- 
нымъ путежъ служить законными доказательствами 
‘теоремъ. Нельзя сдфлать болве грубой ошибки. 
Символь, который не былъ точно опредфленъ, не 
является вовсе сижволомъ. Это лишь чернильное 
нятно на бумаг, которое легко распознается благо- 
даря своимъ очертатянъ. А послдовательный рядъ 
пятенъ ничего не доказываетъ, кромВ факта суще- 
ствовашя плохого пера и неряшливаго писаки. 
Именно въ эту эпоху къ выраженямь, содержа- 
шимъ ИС—1), прилЁпили эпитеть „мнимыя“ ведичи- 
мы. Что математики той эпохи дфйствительно устЪъли 
доказать, такъ это рядъ гипотетическихь полозе- 
‘А. такого вида: если существуеть объяснеше для 
УС и для сложешя. вычиташя, умножешя и 
дёлешя ИС-1), которое удовлетворяеть обычнымъ 
алгобраическииь законамъ (вродё: х-у=у-[-), 
то получаются таше и таме разультаты. Матемс- 
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тики впоян$ естественно ие всегда сознавали боль- 
пюе значеще того „если“, которынъ начиналось 
изложеше этихъ разультатовъ. 

Какъ и слЬдовело ожидать, ибтолноваше эгихъ 
символовъ оказелось во много разъ болфе сложнымъ 
дЪломъ, чмъ въ случа съ отрицательными числами, 
и мы просниъ читателей удЪлить внинане тёнъ 

`предварительнымь  математическимь  посылкамъ, 


Фит. 8. 


хоторыя мы пдаемъ ниже. Мы уже познакомились 
съ вопросомъ. объ изображени точки поередствомъ 
двухъ чиселъ. При помощи нары чисель, положи- 
тельныхь и отрицетельныхъ, мы можемъ предета- 
вить любое положеше точки въ плоскости. Мы при- 
нимаемъ пару взаимно перпендвкулярныхь пря- 
мыхь ХОХ’ и ХОТ’ за „оси“, оть которыхъ исхо- 
димъ при нашиахъ изифрешяхь. Отрёзки, отлажен- 
ные вдоль ОХ и ОУ, являются положительными, 
а въ обратную сторону—вдоль ОХ’ и ОУ’—отрица- 
тельными. Предположимъ, что ны имфемъ пару чи- 
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сель, напр. (4-3, -- 1), написанныхь въ опредЪ- 
‚ленномъ порядк, тажъ, этобы пераое число (-|-8 
въ данномъ случа) представляло разстояще оть 
О вхоль оси. ХОХ,, а второе (--1 въ давномъ слу- 
ча$)-вдоль УОУ’. Такимъ образомъ, выражеще 
{- 3, +1) указываеть, что отрёзожъ. въ 8 единицы 
длины долженъ быть отложенъ. по оси. ХОХ” въ 


Фиг. 9. 


положительномъ направлени, то есть оть О мъ Х, 
и отрфзокъ, равный -|- 1—по оси 7ОТ” въ положи- 
тельномъ. направлеши, то есть оть О къ У (ср. 
фиг. 9). Формула (—8/-- 1) указывает, что. отрё-; 
зокъ вь.3 единицы длины слёдуегь отложить по 
направленю оть О къ Х’, а отр$фзокъ въ 1 еди: 
нипу—оть О къ У. Сходнымъ образомъ пря (—3, 
—1) мы должны отложить отрфаки соотезтетвенно 
по ОХ’ и ОТ, а при (413, --ю ОХ и ОГ. 
Назовёмь пока такую пару чисель „порядковой 
парой“, Изъ ‘ивухъ чисель 1 и $ можно составить 
воеемь порядковыхь парт, а именно: . 
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сы, с-ь 3, с-ь —3, Сь —8, 
СЕВ, 4-1), (—8, 1), 8, — 1), 6-8, — 1): Каж- 
дая ‘изъ этихь восьми. ,порядковыхь паръ“ опре- 
дФляеть свой. особый способъ откладывая еди- 
илщь длины вдоль осей ХОХ’и ГОУ. 

Способы  откладывашя единиць длины, со- 
отвфтетвующе послфднимъ четыремъ порядковымъ 
парамъ, даннымъ выше, изображены на фиг. 9. 
ОтрЪзки ОМ и ОМ вмфстВ соотьфтетвують порядко- 
вой парф (+3, РП), отрёзки ОМ’ и ОМ— парЪ 
{—3, + 1), отрёзки ОМ’ и ОМ — парЁ (—3, —1), 
а отрзки ОМ и ОМ№'—порядковой пар (+3, —1). 
Проведемъ соотвфтствующуе прямоугольники; тогда 
ны легко убфдимея, что точка Р вполнф опредф- 
ляеть и опредфляется порядковой парой (--3, -{- 1), 
точна. Р’— парой (—3, +1), точна Р”— парой 
(—8, —1, точка Р”’— парой (43, —1). Въ 
болве общемъ видВ это изображено на фиг. 8. 
Точка Р соотвЪтствуеть порядковой парЪ (хм, у), 
тдЪ хиу по положенно на фигурВ оба должны 
считаться положительными величинаии, точка Р” 
соотвфтствуеть пар (л’, у), ГДЪ 2’ но положеню 
за фигур является отрицательной величиной, 
точка Р”— пар (х’, у’) и Р”— перь (х, У’).. Та- 
кимтъ образомъ порядковая нара (х, у), г хиу 
могуть быть любыми положительными иля отрица- 
тельными числами, и соотвфтетвующая точка вза- 
имно опредфляють другъ друга. Цля удобства изу- 
ченя введены нЪкоторыя спещельныя назвашя. 
Въ норядковой пар (=, у} первое число х назы- 
вается „абсциссой“ соотвфтетвующей точки, вторая 
точка у— „ординатой“, а оба числа вифстф— „коорди- 
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натами“ данной точки. Безъ сомнфыя, икея про- 
дёлить положеше точки при поноши „координатъ“ 
была еще нова, когда создавалась теошя мнизыхь 
чиселъ. Этой идеей мы обязаны великому француз- 
скому математику и философу Декарту, который 
изложиль ее ръ своемь „П1зсопгв“, нашечатан- 
номъ въ Лейденф въ 1637 году. Представлеше о 
порядковой парЪ, какь о самостоятельной области 
матенатики, появилось позже, въ результатЬ вефхъ 
попытокъ объяснить инижыя величины намболфе 
отвлеченныиь образонъ- 
Полезно отмфтить для дальнфйшаго развия идеи 

о порядковой пар, что точка М на фиг. 9 соотвфт- 
сетвуетъ парЪ {-|-3,0), точна №—парЪ (0,-|-1), точка. 
М’ —парЪ (—3,0), точка № парЪ (0—1), точка 0— 
парь (0.0). 


,* 
„ . 


Существуеть еще и другой способъ изображеня 
порядковой пары (2,5). Мы можемъ принять, что 
она представляеть не точку Р, з пунктирную лин 
ОР (см. фиг. 8). ЗдЬеь порядковой нар соотвфт- 
ствуеть лишя, начинающаяся зЪъ точкБ нерееф- 
чешя осей О и имЪющая опрелфленную длину и 
опредфленное направлеше. Лищя ОР’ можеть быть 
названа векторальной лишей или ступенью между 
ОиР. Какъ видно отсюда, ны въ этой глав рас- 
ширили лишь толковаше, которое мы раньше лали 
положительнымь и отрицательным числамъ. Сно- 
собъ изображешя при помощи векторовъ оказы- 
зается весьма полезнымът, когда мы разсматриваемъ 
значеше, которое нужно придать дфйстыямъ еложе- 
я ий умпоженя порядковыхъ паръ. 
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Перейдемъ теперь къ этому вопросу: какое зна- 
чеше удобнЪе всего придать’ дфйствио сложеня 
‚двухъ порядковыхь паръ (2, у) и (х’, у). Наше 
опредфлен!е должно удовлетворять сяфдующимъ усло-. 
мямт: а)-въ результатВ еложеншя должна: получитьея 
новая порядковая пара; $) суниа не должна изиЕ- 
нятьея оть перестановки слагаемыхъ, такъ что, 
уу) =, )-- (6,5); ©) сумма не должна 
завиеВть.‘оть порядка, въ которомъ. производятся 
дБйстыя, то веть: [(, У) (= УЛ-Ь (и, $} должно 
равняться (2, 2)1- [6 /)--(ы, 9 8) Бри вычита- 

.‚ а долина получаться лить одна‘единственная раз- 
ность, другими еловами: когда мы опредфляемъ не- 
`иавфетную порядковую пару посредетвомъ уразненя 

(м, У), 6) = (с, 4, . 

° то долженъ получаться лишь одинъ отвБть, ното- 

рый можеть быть выраженъ такъ: 
т Ус 9, 5. 

Вев эти усломя будуть удовлетворены, если мы 
примемъ, что (х, у)--(х”, у’) обозначають порядио- 
вую пару (=), (у--У)]. Согласно, съ даны 
опредфлешекъ мы и приникаемт: 


9-Е, ур=и-х, У). 


Интересно отиЪтить, что здфсь ны заимствовали у 
математвковъ привычку придавать одному и тому же 
<имволу -|- различныя значеня. Знакъ -|- по лфвую 
<торону уравнешя имфеть тоть новый смыслъ, но- 
торый мы. только что опредфлили. Въ правой жв 
части. уравнешя символъ этотъ служить для обозна- 
чешя сложешя положительныхь и. отрицательныхь 
чиселъ (д®йств), о чемъ мы говорили въ преды- 
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дущей главЪ. Однако, двойствеиность значен!й этого 

символа не вноеитъ на практикВ никакой путаницы. 
Дедимъ н®еколько принфровъ сложешя поряд- 

ковыхъ пары 

(в, РО-ЕНа От 8,1), 

На -С-2—9=С-т,—1), 
(зо--св, 1050, 9). 

Звазеше вычитаня нами уже установлено. Мы 
иифемт, что: 

(и, у) — 9-е, ;—5. 
Такимъ образомъ: 
СНА уе, 1 
Нь--— (9 
(ь-—@,-+8) 
Легко можно убфдитьея, что 
(у) —@, ды уси 
Также легко доказать, что: 
2, у—(, д, 0) 
Отсюда елфлуеть, что на (0, 0) слвлуеть смотрёть 
кокъ на пару нолевого порядка. Напр.: 
(6 у) +0, =“, у). 

Сложеше порядковыхь паръ удивительно легко 
изобразить наглядно. 

Пусть ОР (фиг. 10) предетавляеть (х, у), такъ 
что ОМ=л, а РМ=у. ДалЪе пусть ОФ предста- 
влнеть (л!, 71), такъ что ОМ, =х, а @М, = у,. Про-. 
зедемъ пунктиром парзллельныя лини РЁ и ФВ 
тогда получаемъ параллелограмъ, дагональ котораго 
ОЕ представляеть порядковую пару (я-а, у-|- 7). 
Это легко доназать, проведя лнийо РЯ’ параллель- 
ную оси. ОЛ: ‘очевидно, что треугольники ОМ» 

‚ и РЕ& будуть раввы во вофхъ отношешяхъ. Отсюда. 
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слвдуеть, что ММ’ = Рб=-х, а В8=ОМ,, а поэтому 
ОМ =ОМ-+ ММ =х-- а, 
ВМ’ = М’ Ву. 

Такимъ образомъ ОР представляеть порядковую 
пару, что и требовалось доказать. Эту фитуру можно 
также начертить, когда ОР и О@ лежать въ другихь 
хвадрантахъ. , , 


< 


Фиг. 10. 


Теперь сразу стало видно, что мы’ адфеь снова 
пришли къ закону паралледограмновъ, о которонъ 
товорили въ глав УГ въ связи съ законами дви- 
жешя, примфняя его къ скоростямъ и силамъ. По- 
лезно вепомнить здЪсь елздующее: если ОР.и 09 
представляють лвЪ скорости натеральной частицы, 
то мы говоримъ, что она движется со скоростью, 
равной сумк® обфихь скоростей, когда она имфегъ 
скорость ОК. Другими слонами, ОЕ является равно- 
дЬйствующей обфихь скоростей ОР’ и 00. Силы, 
приложенныя къ какой-нибудь точкф т®ла, могуть 
тажъ же быть представлены лимями, какъ и ско- 
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‘рости, Законъ параллелограммовъ остается вфрнымъ 
и относительно нихъ, а именно: равнодЪйствующей 
двухъ силь ОР и0Ф является сила, которой соот- 
вЪтствуеть магонвль ОЙ. Такимъ образомъ поряд- 
ковыя пары могуть представлять скорости или силы, 
тогда правило, которое мы только что вывели для 
сложешя порядковыхъ паръ, будет выражать основ“ 
ные законы механики относительно сложешя силъ 
и скоростей. Одну’ изъ саныхъ интересныхъ сторонъ 
‘математики представляеть тоть удивительный путь, 
благодаря которому идеи и законы различныхь от- 
дфловъ этого обширнаго предмета такъ тфено пере-° 
плетаются другь съ другомъ. Въ этой и предыду- 
щей глав ны занимались, казалось, самыми отвле- 
ченными вопросами чистой математики. Между тьжъ 
въ кони концовъ мы пришли къ одному изъ основ- 
ныхъ и самыхь важныхь законовъ природы, закону 
который долженъ помнить всяй конотрукторъ, 
когла онъ проектаруеть машину, и всяк морской 
инженеръ, когда онъ разсчитываеть условя устой- 
чивости корабля. Не будеть парадокеомъ сказать, 
что въ самыхь отвлеченныхь теоретическихъ по- 
строеяхь нашего ума ны ближе всего подходимъ 
къ самымъ прозаическимъ вопросамъ повседневной 
жизни. 


Глава УНЕ 


Мнимый числа. 
(Продолженае). 


Ири опредълеши дЪйстыя умножеНя порядко- 
выхъ паръ руководятся тми же соображенями, 
что ипри сложен. ДЪйстве умножешя должно быть 
опредёлено такимъ образомъ, чтобы: 

&) произведеве тоже представляло порядковую 
пару; 

В) произведеше не изыфняловь отъ переета- 
новки сомножителей (законъ перестановительный), 
какъ-то: 

уже’, =, УЖ, у}; 

1) проазведеше не зависфло отъ порядка, вЪ 
которонъ производитея дфйстые (законъ сочета- 
тельный), напр.: ` . 

К, УЖ, УЖ, = 
= (х, У) ЖЕ, у’) Х (и, %; 

5) при дёлеши получалось лишь одно единствен- 
ное частное (исключая случай пары нолевого (0,0) 
порядка); это значить: если мы опредфляемъ неиз- 
вфстную порядковую пару (х, у) такинъ образомъ, 
что она должна удовлетворять уравнению: 

®УужЖ(а, В=(е 4, 
то можеть получиться лишь одно единственное 
ршене, которое мы выражаемъ такъ: 
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@® = © 9: (а, 5, 


или 


=) Делфе то же опредфлеше должно удовлетво- 
рять такь называемому распредфлительному за- 
кону, касающемуся дЪйстыя сложешя и вычитанйя, 
а именно: 

(=, У) Ж(а, Ъ-(е, 4] = 
= (6, У) Х (а, В, УЖс, 8 

ВеЪ эти услоыя удовлетворяются тфмъ опредЪ- 
лешежъ, которое ны даемъ. Хотя оно кажется на 
первый взглядъ сложнымъ, но его легко выразить 
теометрически. 

Мы даекъ слфдующее опредфлеше: 

(а, уж, у)-Ю@х — уу), дут у). 

, Воть какое значеше мибеть символъ Х, когда 
онъ находится нежду двуня’ порядковыми парами. 
Изъ даннаго выше опредёленя вполыё ясно елф- 
дуетъ, мто въ результатЬ умноженя получается 
новая порядковая пара и что значеше правой ча- 
сти равенства 4 не измняется оть одновременной 
перествновки 2 на исто х’и у на ифето у’. Оче- 
видно, что услоыя я и В вполнВ удовлетворены. 
Также легко доказать, что наше опредфлене удо- 
влетворяеть уеловямъ т, &, Е; для этого достаточно 
геометрически изложить‘ наши положешя, что мы 
и сдБлаемъ позже. Здфеь же стоить на время пре- 
рвать наше изложенше -и поемотрёть, достигли ли 
ны цфли, къ которой стремились дойти при помощи 
такихъ сложныхь разсужденйй. 

Мы ‘пришли къ. ураввешямъ типа Е 3, ине 
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могли найти рёшеня, которое бы выражалось накимъ- 
вибудь дЪйствительнымь числомъ положительнымъ 
или отрицательнымъ. ДалВе ны нашли, что вс наний 
затруднен! я исчезли бы какъ дымъ, если бы мы иогли 
найти объяснене равенству 4* = — 1, т. е. если бы мы 
могли опредФлить Уго, такимъ образомъ, чтобы 
И-аХИ=фЬ . 

Разсмотримъ теперь слёдующия три порядковыя 
пары 1): (©,0), (1,0) и (0/1). 

Мы уже доказали, это: 

(2, у) (0,0) = (а, у). 

Далье, согласно нашему новому опредъленю, мы 
инфемтъ: 

. (2, У) Ж (0,0) (0,0). 

Такикъ образомъ и при сложении при умао- 
женм порядковзя пара (0,0) нифеть то же значе- 
не, что ноль въ элементарной ариожетикв. Это 
бросается въ глаза при сравнеши ланныхъ выше 
уравней со слдующими: 

&0=гихжо=0. 

ДалЪе разсмотримт, пару {1,0}. Она имфетъ зна- 
чеше сходное съ тфыъ, которое въ элементарной 
ариеметикв и алгебр имфеть еднкица. Характер- 
ной особенностью единицы является то, что х Ж 1: 
для всёхъ значенй х. И согласно нашему закону 
умножешя порядковыхь паръ: 

(2, у ЖИ) = — 9), у] = у). 


1) ВЪ дальнфашеыт изложены мы, какъ воин привято, 
будемъ пропускать энавъ -|-, ГВ только возможйо. Такъ, 
напр. (1,0) означаеть {-- 1.0), в (0,1) оавачаетъ (9, + 1). 

. ы Прим. автора. 
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Такимь образомъ (1,0) является парой, соотефт- 
‚ ствующей единиц® (для сокращешя будемъ вазы- 
вать ее въ дальнфйшемъ единичной парой). 

Делфе разсмотримъ пару (0,1). Ова предета- 
Вляеть символъ У{—1), который долженъ обладать 
слёдующимъ характернымъ свойствомъ: 

УТЖИ1=— а. 

ДЬйствительно, согласно закону умножевя по- 
рядковыхъ паръ: 

Фрже =), ое =С- 10. 

Но (1,0) является положительной единачной 
нарой, слФдовательно (— 1,0) является отрицатель- 
ной единичной пэрой. Такимъ образомъ, пара (0,1) 
обладаеть какъ разъ тфмъ свойствомъ, которое тре- 
буетсл. Но вЁль имфется два корня изъ—1, которые 
нужно объяенить, а именно +У-—1, Раземотримъ 
пару (0,—1). Такъ какъ (—1*=1, то мы имфенъ, 
ято 


{0,—1жЖ0,—п=С-ь5). 
Сльдовательно, пара (0, —1) представляеть другой 
квадратный корень У (—1). 

Итакъ, порялковыя нары (0,1) и (0,—1) пред- 
ставляють выражешя + У(—1). Ночто чему соотвЪт- 
сетвуеть? Представляеть ли (0,1) выражене \- УС-1), 
а(0,— 1) — выражене —-У (1), или, наоборотъ, (0,1) 
соотвётетвуеть — У (1) и (0, — 1 — выраженю 
УС} Отвьть гласить, что это совершенно 

. безразличио. ` 
` ЗПорядновыя пары могугь быть подраздБлены 
на три тнив: 1). „кошнленсный“. титъ (х.у), гАЪ 
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ни 2 ни у не равны ‘нулю; 2) ;вещественный“ 
тить” (х,0)., 8) „чисто мниный“ тапъ” (0,7). Раз- 
смотримъ отношеня этихь типовъ другь къ другу. 
Помноживъ „комплекеную“ пару © В8 „веше- 
ственную“ (2,0), мы получаемъ; 
(2,0) Ж (ву) = (аз, ву). 

Тоть же результать получается при умножены 
каждаго члена пары (х.у) на вещественное поло- 
жительное или отрицательное —чиело а. 

Помноживъ „комплексную“ пару (х,у) на „чисто 
мнимую“ (0,2), мы полузаенъ: . 

(0,2) Ху) =(, в. 

Здьсь результать оказывается болфе сложнымъ, 
но его легко понять въ ‘геометрическом  объясне- 
и, которое мы дадимъ ниже. А пока отивтимъ 
еще три чаетныхь случая. 

При умиоженй „вещественной“ пары (6,0) на 
„ннимую“ (0,5) ‘получается: ° 
(4,0) ХВ = 6,25). 

При унноженшм ДВуХЪ „вешественныхь“ паръ 
{2;0) и (а’,0) другъ на друга получается; 

(а,0) Ж @'.0) = (ва',0}, 

При умноженм двухъ мнимыхь паръ (0,5) и 

(©,5’) друть на друга получается: 
(0,6) Ж (0,5) = 65,0). 

Теперь мы можемъ перейти къ геометрическому 
истолкованю этихь положен. Начнемъ съ нфко- 
торыхъ чаетиыхь случаевъ. Возьмемъ, напр., пары 
(1,3) и (2,0} и раземотримъ равенство: 

(2,0) Х (1,3) = (2,6). . 

На чертежф (фиг. 11) векторъ ОР представляеть 

{1,8), векторъ О№--нару (2,0), а векторъ 0@`вооть 
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втетвуеть парЪ (2,6). СлЪлонательно, геометриче- 
ское произведене (2,0) Х (1,8} мы находинъ такимт, 
образомъ: мы прининаемъ, что векторъ 0% являетея 
произведенемъ венторовь ОР и ОМ и (въ данноиь 


х о 
Фиг. 11. 


случа) продояжаемъ ОР до 0, то есть до необхо- 
дихой величины, 

Раземотримъ далфе произведеще (0,2) Ж (1,3) 
Мы знаемъ, что: 

(0,2) Хх а,3)—(С—6,2). 

Векторь ОМ, соотв®тствуеть (0,2), а векторь ОВ 
предетавляеть (— 8,2). Поэтому наше новое произ- 
зедене ОЕ по длимф равно вектору ОФ и распо- 
ложено къ нему цодъ прямымъ углоиъ. Замфтииъ, 
что длина вектора ОЯ регулируется тВмъ же за- 
конокъ, что и въ предыдущемъ примёр®, а именно, 
его длина является ‘произведешемъ длинъ обоихъ 
векторовъ множителей. Но, въ виду того, что век- 
торъ ОМ, лежать на оси „ординать“ ОУ, а не на 
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ое `„абециесъ“ ОХ, какъ въ’ предыдущемъ при- 
фр, новый звекторь направлень подъ прямымъ 
угломъ къ ОР. 

Въ приведенныхь выше прикфрахь унножена 
мы считали, что векторь ОР является функщей 
векторовь ОМ и ОМ,. Если ны хотимъ найти ключъ 
къ общему закону о направлещи векторовъ, ны 
должны перевернуть нашь ходъ разсужленй и при- 
нять, что векторы ОМ и ОМ, являются функщей 
вектора ОР. Что каезется длины, то законъ остается 
неизмфнныхъ: получающаяся длина равняется про- 
изведенню обоихъ векторовъ. Новое направлеше для 
увеличеннаго ОМ (иначе ОФ) мы находамъ, врашая 
его (противъ нзправлевя движен/я часовой стрлки) 
отЪ оси ОХ къ ОУ ва уголь равный ХОР: ляшь 
случайно въ приведенномъ примбрЪ направлеше’. 
04 совпало съ лишей ОР. ДалВе разсмотримъ про- 
наведее ОМ, и ОР. Новое направлеше для уве- 
личеннаго ОМ, (иначе ОВ) мы находимъ, вращая 
ОМ въ направлен, нротивоположномъ движению 
часовой стрЬлки, на уголь равный ХОР, ибо уголь 
№0ОЕ равняется углу ХОР. 

Теперь мы въ состояши вывести общее правило 
для геометрическаго изображетя умноженя, а` 
именно: 

Произведещемь двухь векторовъ ОР и 0@ слу-` 
жить новый векторъ ОВ, длина котораго равняется 
произведено длинъ ОР и 00, а направлеше та- 
ково, что уголь ХО равняется сумы угловъ 
ХОР и ХО4. 

Такихъ образомь мы можемъ принимать, что 
векторъ ОР заставляеть повернуться векторъ 0% 
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на уголь ХОР (т. е. уголь ФОЕ=углу ХОР) или, 
что векторь 06’ заставляеть векторъ ОР’ повер- 
нуться на уголь ХО (т. е. уголь РОВ= углу ХО6). 

Мы не доказываемъ здфсь ‘общаго закона, такъ 
какъ это завело ‘бы насъ слишкомъ далеко въ 


# 


$ г 


Фиг. 12. 


дебри чието-математичесвихь дЬйствй, что не вхо- 
дитъ въ планъ нашей книги. Но и безъ того видно, 
что такое толковаше унноженя вполнЪ удовлетво- 
‚‹ряеть сочетательному закону. приведенному выше 
подъ литерой т. Раземотрижь, напр., длину вектора- 
произведеня. Она получается саныкъ обычнымъ 
путемъ, унножешехь вещественвыхь чиселъ, такъ 
что сочетательный законъ не нарушается. Напра- 
влеше вектора-произведеня получается проётымъ 
складыващемъ угловъ, что также не можеть про- 
тиворфчить сочетательному закону. 

Воть все. что мы можемъ сказать объ умно- 


женш. 
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Мы здбеь лишь въ общихь чёртахъ указали, 
исходя изъ дфйствьй сложешя и умножешя, какъ 
построить алгебру, или „счислеше“, векторовъ въ 
одной плоскости и что. любые два вектора въ этой 
плоскости можно будеть тогда складывать, вычи- 
тать, умножать и дфдить другъ на друга. Мы ве 
разематривали подробно веф детали вопроса, ибо 
это завело бы наеъ слишкомь далеко. Мы указали 
лишь общый ходъ разсужденй. Когда математики 
толкують алгебраичесв!е символы такииъ образомъ, 
прияято говорить, что они оперирують „мнимыми“ 
или „комплексными“ величинами. Но эти назвашя 
лишь частности; у васъ имфетея слишкомъ много 
боле интересной работы для мыели, ч$мъ вопросъ 


© томъ, удачно или неудачно они выбраны. 


+, * 
* 


Ноложительный результать нашихъь изелфлова- 
ый заключается въ томъ, что любын уравнешя 
типа х--3=2 или (#--3)=— 2 мы всегда мо- 
женъ тенерь изобразять въ видф векторовъ и найти 
для нихъ р5шене. Для составлешя такихъ венто- 
ровъ нодезно запомнить, что 8 принимаеть видъ: 
(8,0), —2 изображается танъ: {— 2,0), а х становится 
„неизвфстной“ парой (и,о). Такимъ образомъ при- 
зеденныя выше уравненя приникають слёдующй 
видъ: 

(н.о) - (8,0) = (2,0), и [(в,в)-- (во) = (—-2,0). 


Такимъ образомъ, мы вполн®  разрЁнгили. веВ 
тв главныя затрудненя, которыя мы ветрётили 
при ‘самомъ легкомъ знаконств® съ элементани 
алгебры: ПослЬ разрёшеншя вефхъ этихъ вопросовъ. 
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наука стала нуда.болье богатой идеями, чфмъ была 
раньще. Въ дЫйствительности мы создали совер- 
шенно новую во всфхъ отношешяхь науку. кото- 
рая отвфчаеть нё всф запросы, что и старая, и 
еше на много ровыхъ. Но, прежде чфиъ поздра- 
вить себя ©ъ результатами нашей работы, мы 
должны усыпить подозрые, которое могло возни- 
кнуть въ ум читателя. Всяюй изъ васъ, вЪ- 
роятно, уже задалъ себф вопросъ: гдф же будеть 
конецъ изобртательности мысли въ области 0606- 
щеня? Нравла, мы съ успфхомъ обобщили алгебру 
такижъ образомъ, что всегда будемъ въ состояни 
рЬшить квадратное уравнеше типа 2?--22--4=9. 
Но сушествуеть же безконечное число другихь 
уравненйй, напр.: 23 — 2х--4=0, илил* -- 3 --2=0 
ит. д. Неужели намъ нужно создавать новую науку 
венкй разъ, когда мы имфемъ дфло съ новымъ ти- 
помъ уравненй? 

Если бы это было такъ, то вс нати предыду- 
зя изслфдовашя, накъ бы интересны они ни ка- 
зались, имфли бы весьма маловажное значене. 
Однако, весь современный анализъ основывается на 
тожъ важномь фактВ, что благодаря векторальному 
счисленю любая новая формула получаеть соот- 
вътетвующее объяснеше и „неизвфстную“ вели- 
лину любого урзвнешя можно изобразить вЪ видф 
вектора. Такимъ образомъ, наука достигла волнаго 
развийя, поскольку ДЪло касается ея осповныхь 
идей. Свой окончательный видъ она приняла какт, 
разъ въ то время, когда была изобрЪтена паровая 
мантиня. И она останется орумемъ и знаменемъ 
лобфды мысли надъ вещами ВЪ то время, когда 
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любопытные экземпляры этой мащины будуть ле’ 
жать въ музеяхъ рядомъ со шлемами и панцыряма 
° предшествующей эпохи. 


Глава [х. 


Аналитическая геометрия, ° 


Въ предыдущихь главахъ мы уже неоднократно 
пользовались методами и идеями аналитической 
геометрл, Теперь пора познакомиться съ ними по- 
ближе и удфлить имъ особое мёсто въ нашенъ 
курсЬ: Это поможеть намь лучше усвоить и иноя 
друйя идеи, которыя мы раземотрБли выше. Въ 
послфлующемъ изложен мы вернемся обратно къ 
понятьо о вешественныхъ чиелахъ, положительных 
и отрицательныхь, и оставимь въ сторозв ннимыя 
величины, о которыхъ мы говорили въ предыдущих 
двухъ главахъ, 

Выше мы постоянно пользовались идеей о двухъ 
координатныхь осяхь ХОХ’и УОУ' на плоскости, 
еъ помощью которыхъ положене любой точки Р на 
этой плоскоети можеть быть опредфлено черезъ 
пару положительныхь или отрипательныхъ чиселъ 
зиу, гдВ (см. фиг. 13) х предетавляеть длину ОМ, 
ау длину РМ. Это предетавлеве, какъ оно ни 
кажется простымъ ва первый ваглядъ, является 
главной основой такой важной науки, какъ аналити- 
ческая геометр!я. Изобрётеще ея отифчаетъ великую 
эпоху въ исторшм математической мысли. Какъ уже 
было упомянуто, открыпемъ этого важнаго метода 
математики мы обязаны Декарту; идея объ аналити- 
яеской геометрм пришла въ голову философу 
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однажды утромъ, когда онъ еще лежаль въ постели, 
Вообще, интересно отифтить, что 1$ философы, 
которые дЪйствительно. основательно изучили мате- 
матику, обогатили ее, имъ она обязана многими 
важнЪфйшими идеями. Съ другой стороны, тв фило- 
софы, которые ‘имфли лишь слабое представлеше о 
математик®, которые изучали ее лишь наспфхъ и 


у 
р 
. у 
я 
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поздно, по кфрВ надобности, ничего не дали этой 
науЪ, кром безнолезныхъ указан!й, совершенно из- 
битыхъ или совсёмъ невфрныхъ. Этотъ фактъ очень 
интересенъ. особенно если мы вепомнимъ, что из- 
начальныя идеи математики на первый взглядъ 
весьма просты, почти дфтеки-просты и должны 
лежать въ области филоеофекой мысли. Возможно, 
что эта-то проетота и является причиной ошибокъ, 
Мы не привыкли. думать относительно простыхь 
отвлеченныхь вешей. Необходима продолжительная 
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тренировка, чтобы хоть отчасти обезнечить себя 
оть ошибокъ уже на первыхь шагахъ, когда мы 
сходимъ съ избитаго пути мышления. 

Изобртене аналитической геометри и—прибли- 
зительно одновременно-—начертательной геометрии 
иллюстрируеть еще одинъ фактъ, который постоянно 
повторяется въ истори наукн: ведичайния открыпя 
чаето дфдаютея въ самыхъ общеизвфетныхь об- 
ластяхъ. Къ началу семнадцатаго стояМя вашей 
эры геометря, какь предметь изученя, насдиты- 
вала за собой уже свыше 2000 лЪЬть, если даже 
принять. что она зародилась въ Греши. Евнлидъ, 
котораго изучали еще въ Александрайскомъ универ- 
витет}, родился въ 88 году до Р. Х. Между тёмъ 
онъ только систематизировалъ и раеширилъ трудъ 
дииннаго ряда предшественниковъ, изъ которыхъ 
мноме были безусловно генвальны. ПосяЪ него мате- 
натики поколфне за поколЬнемъ работали надъ 
совершенствовашемъ предмета. Изучене геометри 
не было также удфлонъ небольшой группы лицъ оди- 
наковыхь происхождешя и возарфвй, что часто 
является помфхой для прогресса. Наобороть, къ 
началу семналиатаго столфт\я геометр!я совершила, 
ивлый хруговоротъ, прошла черезъ сознан 6 егип- 
тянъ, грековъ, арабовъ и германцевъ. Тфиъ не 
менфе, несмотря на всю работу мысли, посвященную 
ей въ течеще многихъ вВковЪ совершенно различны- 
ми умами, самыя важныя основы ея не были векрыты. 

Безь соинфшя, всяый изъ насъ при изузени 
основъ элементарной геометрия сильно чувствоваль 
отсутстые руководящаго метода. Каждое положеше 
необходимо доказывать новыкъ хитроуиныиъ трю- 
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конъ. Такой наукЪ, безусловно, не достаетъ великой 
основы научной мысли метода. В®дь не тЪ далее 
практичесве выводы, которые вытекаютъ изъ мате- 
матики, имфютъ первенствующее теоретическое зна- 
ченге. Науку нельзя считать совершенной, пока она 
не провозгласить тёхъ важныхъ основныхъ, связап- 
выхъ другь съ другомъ принциповъ, при помощи 
которыхъ легко можно получить указаше по лю- 
бому вопросу, который входить въ ея сферу. Наука 
растёть ве въ ширь, а въ глубину идей. Чфжь 
тлубже идеи, тъиъ меныше выводовъ, на которыхь 
стоило бы останавливаться. Къ сожалфнйю, въ эле- 
ментарныхь учебникахь математика всегда загро- 
мождена безчисленнымъ количествомъ вепомога- 
тельныхь теоремъ, которыя давно потеряли свое 
важное значене и стали частными случаями. болфе 
общихь иствнъ. А мы уже выше’ доказали, что 
въ обобщен состоить главнЪйая сущность иате- 
натики. 

Аналитическая теометря иллюстрируеть еще 
одну черту математики, которую мы отифтиди 
выше, а именно: математическя дисциплины по 
мЪрф развишя переплетаются другь съ другомъ и 
выфетБ занимаютея однфми и тфии же идеями. 
Можно безъ преувеличеня сказать, что всЪ разно- 
образныя вЪтви математики непрерывно подвержены 
процессу обобщешя, въ результатВ котораго онв 
срастаются. Причина этого явлени кроется въ са- 
мой нриродф математики, въ ея общноёти, иначе 
говоря, въ томъ факт, что она оперируеть общими 
иетинаки, которыя можно принфиять ко вефиъ 
зещанъ уже потому, что онф существують какъ 
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таковыя. Въ этомъ отношеши аналитическая гео- 
хетрия представляетъь особый ивтересъ, ибо она 
связываеть зоедино теометрю, которая появи- 
дась на свфТь какъ наука о пространств, съ 
алгеброй, которая беретъ начаяо въ наук о числФ. 
Вепожнимъ главныя идеи обфихъ наукъ и по- 
; смотрииъ, какъ ихъ соединяетъ Декартовеюй методъ 
координать. Возьмемъ сначала алгебру. Мы не 6у- 
демъ Заниматься мнихыми величинами и будемъ 
думать лишь о. вошественныхъ чиелахъ съ знаками 
плюеъ и минусъ. Основная идея заключается въ 
понятм о любомъ зиезь, перемфиной величинЪ, 
которая обозначается буквой, а не какими-нибудь 
опредфленными цифрами. Затфиъ мы цереходимъ 
къ разсмотрнйо соотношенйй между перенфнныки. 
Напримёръ, если х и у являются двумя перемфя- 
ными, мы моженъ предетавить себъ, что они свя- 
заны уравнешями: х--у=1, или: 2-—у-=1, или 
какимъ-нибуль другимъ образомъ. Это еразу при- 
водить насъ къ иде объ алгебрагической фориЪ. 
Дуйствительно, мы разематриваемь любое соотно- 
“шенте какого-нибудь ивтереснаго вида и, такимъ 
образомъ, оть первоначальнаго понятя о перемфи- 
ныхъ чиелахь переходимь къ провзводнону по- 
нятно о перенаныхь соотношешяхь между числами. 
Иначе говоря, жы обобщаемъ соотношеше # --у=1 
и преобразуемъ’ его в1, ах-|-6у = с. ЗдБеь буквы 2,6 
и с поставлены ввфето чисель и по существу 
сами являютея перемфнными величинами, Но эти 
перемфнныя величины опредфляють перемвиное 
соотношене, которое связываетъ переиЪиныя числа 
хиу. Праведенныя зыше неремфнныя врод® а, 
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и с, которыя опредфляютъ даниое соотношене, 
называются „константами“, или параметрами. Упо- 
треблене тёршина „константа“ для обозначен:я того, 
что по существу является перемфнной величиной, 

` ‘кажетея страннымъ на первый взглядъ. Въ. дЪй- 
ствительности это вполнф естественно, такъ какъ. 
‚математики, занимаясь изслфдованемъ соотношенй.. 
между перемфнными величинами х и у, считаютъ, 
что величины а, $ ис уже опредфлены. Именно въ 
этомъ смыелЪ:—по отношеню хи у— „нонстанты“ 
а, Бис нвляютея постоянными. Такимъ образомь 
зыражене ах--2у-—с служить общимь принфромъ 
извфетной алгебраической формы, т. е. перемён- 
ваго соотнотезвя опредёленнаго класса. 

Далве мы обобщаемъ уравнеше ^2-|- у? =1, ко- 
торое принимаетЪ такой видъ 22? -|- Ву: -- с, или еще 
болфе обшёй вндъ 22 2йху- 2)? — с, или са: 
общую форму для даннаго класса ах? -- 2 йлу -|- ду 
2922), =е. Здесь мы снова перешли къ пере- 
ифннымъ соотношешяхть, которыя выражены разно- 
образными алгебраическими формами. ° 

Теперь вернемся къ геометри. При упоминания 
этой науки намъ сразу приходить въ годову пред- 
стаалеше о фигурахъ и чертежахъ, треугольникахъ, 
прямоугольникахь, квалратахь и кругахъ—всВ въ 
опредёленномъ отноленм другъ къ другу. Изузеше 
простьйшихъ свойствъ этихъ фигуръ явлается пред- 
метомъ элементарной геометри— воть въкакомъ видЪ 
дЫло представляется начинающему. Достаточно не- 
иного подумать, и вы убфдитесь, что такое предста- 
влен!е о геометрии не вполнф вфрно. Это можеть быть 
истинныйь лишь для ребенка, начинающего знако- 
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мичься съ геометрей по фигурамъ, вродё тре- 
угольниковъ и квадратовъ, которые онъ вырЪзалъ. 
своими ножницами. 

Что’ такое треугольникъ? Это фигура, ограничен- 
ная тремя отрфзками трехъ прямыхь линий. Идея 
ограничить пространетво отрЪзкани линШ весьма 
сложна, и мало надежды, чтобы на ней удалось. 

``вывснить т$ простыя обифя понятя, которыя должны. 

создать остовъ предмета. Намъ требуетея вфчто 
болфе проетое и болфе общее. Именно авторитетъ 
исходныхт, невфрныхъ идей (вначалЪ, при созда- 
нм основныхъ. представлей о предметё. онф 
были зполнф естественны и удовлетворительны} 
является причиной сравнительнаго безпложя на- 
учной мысли въ этой области въ теченше иногихъ 
столфт. Заслуга аналитической геометри и ея 
изобрфтателя Декарта состоять въ томъ, что они 
раскрыли для геометрической мысли простыя въ 
сущности идеи. 

Выфето отрфзка прямой лини будем разематри- 
вать всю прямую линйо цфликомъ, предолженную 
безконечна въ обЪ стороны. Изъ этой общей илеи 
мы буденъ исходить въ натихъ геометрическихь 
изетЪдоваыяхь. Греки, повидимому, никакъ не могли 
найти примфненя для этого предстаеленк, которое: 
стало основой всей современной тесиетрической 
науки. Евклидъ всегда разематриваеть прямую ли- 
но, какъ отрфзокъ между двумя опредфленными 
точками, и никогда не преминетъ огсвориться, если 
ее нужно продолжить за эти предфлы. Онъ никогда 
не ныелить прямой лини какъ нфчто цфлое, какъ 
сущность данную разъ навсегда. Это стренлеше кт. 
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хопнредВленйю и ограничению, это етараше исключить 
поняте 9 безкояечности, которое ве можеть ‘непо- 
‹<редетвенно быть восаринято нашими чувствами, . 
весьма характерно для грековъ во всёхъ ихъ сфе- 
рахъ дфятельности. Оно запечатлно въ разлии 
между греческой архитектурой и готической, въ 
несходств$ религюзныхъ воззрЪн! древнихъгрековъ 
и соврененныхь народовъ. Шпидъ готичеекаго со- 
бора и представлен!е о безконечной прямой линии, ` 
усвоенное новой геометрией, служать оба эмблемой 
вовременной эпохи культуры. 

Итакъ, ‘прямая линЁя, разсматриваеная какъ ц$- 
лое, является основной идеей, изъ которой исходить 
новая геометря. Но мы знавмъ и друг!е вилы дин й. 
Нанъ вефыъ знакомо представлеще о замкнутой 
ривой, всф точки которой обладаютъ накимъ-нибуль 
Фпредфленнымь свойствомъ, точно такъ же, какъ 
„прямизна“ прямой лиши выражена во воъхъ ея 
точкахъ. НапримВръ: веф точки окружности отли- 
чаютея тёыъ свойствомъ, что находятся па одиняко- 
вом} разетоящи оть пентра; въ овальной кривой 
элипеф вс точки отличаются тёмъ свойствомъ, 
что сумма разстояй каждой изъ нихъ до двухъ 
опредфленныхъ тозехъ внутри кривой, называемнхъ 
фокусани, постоянна. Очевидно, зто окружность 
предетавляеть лишь частный случай элипса, а 
иненис, когда два фокуса совпадаютъ въ одной 
точкЪ. Въ этомъ случаЪ сумма двухъ разетоявй 
представляеть собой проето удвоенный ращусъ 
круга. Древие знали свойства эливса и круга и, 
разумфется, разсжатривали ихъ какъ нфято цфлое. 
Напримфръ, Евклядъь никогда не исходилъ просто. 
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изъ дугъ (т: е. отрЫзковъ окружностей) съ цфлью- 
продолжить ихъ. Онъ звеегля разсматриваеть всю` 
окружность. Къ сожалфнию, окружность не является. 
въ геометри истинной ‘основной лишей, иначе не- 
‘правильныя воззрфыя Евклида на прямую линю 
инфли бы менфе вредныя послфдетвя. 

Идея о кривой, всф точки которой обнаружи- 

. вають одно и то же свойство, выражается въ гео- 
метри терниномъ „геометрическое м%ето точекъ“. 
Нодъ этимъ назващемъ мы подразумфваень нривую 
или поверхность (если мы не хотихъ’ ограничивать 
себя плоскостью), образованную точками, обладаю- 
щими какижъ-нибудь опредфлевнымь свойствомъ. 
Каждому свойству, которынъ точки могутъ обладать 
по отношеню друг къ другу, соотвфтетвуетъ опре- 
дьлевное геометрическое исто точенъ, которое 
составляется изъ всфхъ точекъ. обладающихь дан- 
нымъ свойствомъ. Нри изсльдовави ‹войствъ гео- 
метрическаго м+фста тозекъ, разсматриваемаго какъ 
нфчто цБлое, мы имфемъ въ виду любую изъ сс- 
ставдяющихь его точекы Такимъ образомъ, въ гео- 
метри мы тоже ветр№чаемся съ идеей о перемён- 
ной величин$. ДалЁе мы распредфляемъ геометри- 
чесыя мфета точекъ по грунпажъ вродВ прякыхь 
лин, окружностей, элипсовъ и т. д., иначе говоря, 
снова приходимъ къ идеф о фориб. 

Однако, аналоМя эта простирается еще дальше. 
Вь алгебр мы занимаемся изучешемъ перемфи- 
ныхь чиселъ, соотношенй между перемфиными 
числами, классифицируемь соотнощешя на типы 
на основа идеи объ алгебраической фориё. Вт. 
теометр мы изучаемь пережённыя точки, гео- 
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‘метричесыя мЪста точекъ, удовлетворяющихъ опре- 
д8леннымь услошямт, классифицируень геоже- 
трическ!я мфста точекъ на типы ва осно- 
зан сходства формы_ 

Сущность аналитической геометри состоить въ 
полномъ отождествлени алгебраическаго воотноше- 
я и геометрическаго ифета точекъ. Въ алгебр® 
точка на плоскости представлена двумя ея коорди- 
натами хиу и уелове, которому удовлетворяють 
вс$ точки геометрическаго н%ста, выражается опре- 
дфленнымъ соотношешемъ между х и у. Наконецъ, 
соотношенямъ, которыя выражены въ общей ал- 
гебраичеекой формф вродь ахуе, соотвфт- 
ствують геометричесия мЪфста точекъ общаго типа, 
теометричесвя условя которыхъ относятся всф къ 
одному виду. Такимъ образомъ, мы достигаемъ 
тото, что между обфими науками можетъ происхо- 
дить постоянный обуфнъ идей и результатов из- 
слфдован. Каждая изъ нихъ бросаеть свфтъ на 
другую, м значеше обфихъь выфетЪ неизмфримо 
увеличивается. Невозможно безъ крайняго’ восхи- 
женя думать о чувствахъ, испытываемыхь великими 
иснателями приключешй и изобрВтателями въ из- 
вфетные историчесме моменты. Напримфръ, что 
могь перечувствовать Кодумбъ, когда онъ впервые 
увидфлъ берега Америки, Пизаро, когда ему от- 
крылся Тих океанъ, Франклинъ, когда электри- 
ческая искра прошла черезь шнуръ, къ которому 
быль привязанъ ‘его бумажный зыЪй, Галилей, когда 
онъ направилъ свой телесконъ на.небо? Таше счает- 

` ливые ‘моменты явзяются также  удфломъ людей, 
лоевятившихъ ‘еебЯазученю отвлеченных областей 


— НЕ 


мышлевя, и то утро, когда `Декартъ, лежа въ по- 
хтели, изобрфталъ методъ аналитической геометрии, 
завимаеть среди нихъ первое мфсто. 

Каждому, усвоившему себ сущность аналити- 
ческой геометрин, немедленно приходить въ голову 
вопросъ: какого рода гесметричесвя мфета, точекъ 
соотвьтетвують обще извфетнымъ 'алгебраическииь 
формамъ? Напримфръ, простЪйный общий типъ эл- 
гебраической формы представляеть уравнеше ах -- 
+= Эзюму уравненю соотафтствуеть, какъ 
геометрическое жфсто точенъ, прямая лия и, нз- 
оборотъ, всякой прямой линйя соотифтетвуеть урав- 
нене такой формы. И какъ будто по счастью, про- 
стФйшивЪ геометрическимь ыЪФетамъ точекъ соот- 
вфтетвуютъ простЬйшя алгебранчеещя формы. ДЬй- 
хтвительно, такое общее соотв фтетве между геометри- 
чеекини и элгебраическими формами по сложности 
придаетъ всей наук особое значеще. Этотъ факть 
указываеть, что связь между геометрией и алгеброй 
не случайна и искуественна, а коренится глубоко 
въ сущности обфихъ науктъ. Уравнеше, которое 
соотвфтетвуеть данному геометрическому мфсту то- 
чекъ, называется „уравнешемь этого геометриче- 
<каго мъета точекъ*. Ниже мы приводимъ нёсколько 
уравней пряжыхъ лин, чтобы пояснить вопросъ 
на отдфльныхь примфрахъ. 

Раземотримъ уравнеше: у— х 0. Здфеь виБсто 
а, 8 и с общего вида уравневй поставлены соот- 
вфтственно значешя:—1, 1 и 0. Лишя проходить 
зерезъ. начало координатъ О и дфлитъ на дв чаетя 
уголь ХОУ. На чертеж (см. фиг. 14) эту лав ю 
представияеть //0Р. Въ. томъ, что этаолишя 
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‘проходитъ, ‚лерезъ начало координать 0, легко 

. можно ‘убфдиться, если одновременно приравнять 
х иу нулю, такь какь О и О ‘представляють 
координаты точки Р. Слфдуя тому же методу, легко 
можно доказать. что вообще уравнеше любой линш, 
проходящей черезъ начало координатъ, инфетъ 
видъ: ах--Ву=0. Геометрическое мфето точекъ, 
соотвфтетвующее уравненю у-|- х==0, также про- 
ходить черезъ начало координать м дфлить уголъ 
ОУ на дв части: на чертежё она, представлена 
лишей 1.01. 


Фиг. 14. 


Разсмотримъ уравнеше: у— х==1. Соотефтствую- 
щее геометрическое мфсто точекъ не проходить 
черезъ начало. Интересно найти, глЪ же оно пере- 
сфкаеть оси. Оно должно пересЪфчь овь д-овъ въ 
какой нибудь’ точк®, координаты которой равны х 
и О. Приравнивъ у нулю, ны для даннаго уравнешя 
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получаемъ, что == -—1. Такимъ образомъ `коорди“ 
наты этой точки (4) равны--1 и.0. Подобно этому 
координаты точки В, ги нивин пересфкаеть о6ь 
ОУ, равны 0 и 1. Соотвётствующее геометрическое 
мфсто точекъ представлено лифей АВ, ноторая 
параллельна лини //В/./. Такъ же легко убфдиться; 
что уравнене у-[: соотвфтетвуеть лини .4.Ь 
на фигурф и что геометрическое мЪфето точекъ па- 
раллельно №, ОЕ,. Не трудно будеть доказать и об- 
шую теорему, что дв лини, предетавленныя урав- 
нешями вида а2-- Ву = 0 и а2-|-Ъу-=с, паранлельны. 
Группа теометрическихь мфеть хочекъ, къ ко- 
торыиъ мы теверь переходимъ, имфеть очень важ 
ное значее и ей должна быть посвящена особая 
глава. Но прежде чфмь перейти къ нинъ мы оста- 
новиися ифскольно подробнфе на главныхъ идеяхъ 
предмета. . 
Положене любой точки Р мы опредфляенъ сл$- 
дующимъ образомъ: ‘изъ произвольно-выбраннаго 
начала координатъ 0 проводииъ двЪ взаимнолер- 
певдикулярныя оси ОХ и ОУ, а затВиъ отыфчаемъ 
координаты х иу, т. е. ОМ и РМ (си. фиг. 18). 
Какъ мы видёли въ предылушей главф, Р можетъ 
быть также опредфлена „векторомъ“ ОР, гдВ по- 
няте о векторВ включаеть въ себ и опредфлениое 
направленше и опредфленную длину. Съ отвлеченно- 
математической точки зрётЯ идея о произвольномъ 
начал координатъ кажется искусственной и грубой; 
то же ‘и относительно произвольно начерченныхъ 
осей ОХ и ОУ. Но съ точки зръшя приифненя 
математики. къ явлешиямь вселенной, мы здъсь 
символизируень прямо и просто весьма важный 
8 
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факть, взгнядь на внёиий мтръ, который. мы но- 
лучаемъ на основаши нашихь органовъ чузствъ. 
„Мы веБ относимъ’ наши чувственныя восприятия ве- 
щей къ какому-то началу, который мы называемъ: 
°„адфеь“. То, что мы находимся ВЪ опредфленной 
части проетранетва, вопругь которой мы группи- 
руенъ всю ‘вселенную, ярляется’ существеннымъ 
факторомъь нашего тфлеснаго существованя. Мы 
моженъ представить себф чувства, которыя одика- 
ково воепринимають всф явлена въ пространств 
безъ предубфжденя въ пользу какой-нибудь части, 
Но относительно себя мы этого сказать не можемъ. 
Кошка подъ нашими нотами привлекаеть бользле 
вниманя съ нашей стороны, чёнъ землетрясеще у 
мыса Горна или разрушеще пфлаго мгра въ Млеч- 
номъ Пути. Совершенно вфрно, что, накапливая 
зная въ общей сокровищницв человфчества, мы 
вынуждены отрышаться оть узкаго эгоизыа своего 
собетвеннаго ивдивидуальнаго „здесь“. Вифето 
„ЗАСЬ“ мы подетавляемъ „почти, приблизительно 
ЗАФСь“. Такъ, напр., мы отсчитываемъ разетояе 
въ миляхь оть городской ратуши ближайшаго го- 
рода или оть столицы страны. При изиБреши зеили 
ученые принимаютъ за начало пентръ земли. Астро- 
номы достигають даже высшей степеки зльтруизма, 
принивая за начало центрь солнца, Конечно, это 
начало весьма делеко, но если мы пойдень еще 
дальше и остановимея на какой-нибудь удобной 
точкВ ореди бляжайшнихь неподвижныхъ  звФздъ, 
все же, сравнивая это съ неизыВримой безнредфль- 
ностью пространства, нужно признаться, что при 
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‘изелВдованм вселенной мы первымь дёломъ стре- 
миися установить начало ‚приблизительно здфеь“. 
Отношеше координать ОМ и РМ (т. е. хи у) 
къ вектору ОР представляеть примБръ изьЪетнаго 
закона параллелограина. Въ этомъ легко убфдиться, 
если построить (см. фиг. 8) параллелотраимъь ОМРО. 
Идея о „векторв“ ОР, какь 0 величин, обладаю- 
- щей опредленнымъ направлетемъ, является ко- 
ренной инеей физическихъ наукъ. Всякоедвижушееся 
тЬло обладветъь скоростью опредфлевной величины 
и опредфленнаго направленя, т. е., иначе говоря, 
скорость его предетавляеть величину опредфленнаго 
направленя, векторъ. Свла также иифеть опредф- 
ленную величину и опредфлениое направлеше. Раз- 
`ематривая въ аналитической геометри идею © „на- 
чалЁ“, „координатах“ и „векторахъ“, мы изучавхь 
отвлеченныя поняття, которыя соотвфтетвують основ- 
нымъ явлешямъ физического м ра. 


Глава Х. 


Коничесыя сфченя. 


Когда гречесше геометры исчерпали, какъ они 
думали, неиболфе интересныя и очевидныя свойства. 
фиягуръ, образованныхъ прямыми лныёнии и кругами, 
они обратились къ изучению другихъ кривыхъ.' Со 
своимъ почти непогрёшимымъ инстиактомъ нахо- 
дить вещи, достойныя разнышленя, они посвятили 
себя, тлавнымъ образомъ, коническимъ сфчеНямъ, 
т. е. кривымъ, по`которымъ плоскости нересфкаютъ 
поверхности круговыхъ конусовъ. Часть открыйя 
этого отдфла геометрии принадлежить, повидимому, 
Менехму (375—395 до Р. Хр.); онъ былъ учени- 
комъ Платона и однимъ изъ учителей Александра 
Великаго. Кстати сказать въ линф Александра мы 
имфемъ выдающйся прижБръ преимуществъ хоро- 
шаго образованя, такъ какъ другимъ его наставни- 
комъ быль философъ Аристотель. Можно предпо- 
лагать, что Александръ ечиталь Менехна порядочно 
таки тупымъ ‚учителемъ, —разеказываютъ, что онъ 
спросилъ его однажды, нельзя ли сдфлать доказа- 
тельства короче. На это Менехнъ ему отвфтиль: 
„на земл могутъ быть нути для простыхъ смерт- 
ныхь я пути для королей, но въ геометрёи есть 
одинъ только путь для вофхъ“. Этоть отвфтъ, безъ 
соынфшя, быль правиленъ въ томъ смыслЪ, какъ 
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его могь тотзает понять’ Александръ. Но если 
Менехиь думаль, что его доказательство нельзя 
было сократить, то онъ жеетоко оптибся; изучене 
греческихь доказательствь свойствъ коническихь 
сфченй было бы нукой дли большкиства современ- 
ныхь катематиковъ. Выигрышь, получаемый вве- 
дешемъ въ науку уясняющихь идей, лучше всего 
иллюстрируется именно растущинъ сокрашенемъ 


Рис. 15. 


доказательетвь, которое сопровождаеть рость 60- 
татетва идей. Кеть извфетный тилъ математиковъ, 
которые всегда выражають нетерифше, когда ихъ 
внимаше останавлирають на идеяхъ даннаго пред- 
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нета: они сразу хотять перейти къ’ доказатель- 
стванъ „важныхь“ проблемъ. Иеторя науки —про- 
тивъ нихь. Въ наукЪ есть свои королевеще пути; 
но впервые прошли по нимъ не короли, а генш. 

Впервые коничесвыя сфченёя представились мате- 
матикамъ въ слёдующекъ видф: вообразимт, себВ 
конуеъ (рис. 15) съ вершиною. У, стояний на кру- 
говомъ основаши ВТ. Коничесвй абажуръ элек- 
трической лампы можеть служить примёромъ по- 
добной поверхности. Допустикъ, что веф „произво- 
дявия“ конуса,—лиши, которыя проходятъ черезъ 
У и лежать на его поверхности, продолжевы иа- 
задъ; въ результатё мы получимъ двойной конусъ, 
в РОВ будетъ другое круговое ефчеше, лежащее 
съ противоположной стороны отъ У по отношеню 
къ сёченю 8ТИ. Ось СУС’ проходить черезъ 
всф центры такихъ круговъ и перпендикулярна 
къ ихъ плоскостямъ, которыя параллельны другъ 
другу. На деграихВ тВ части кривыхъ,. кото- 
рыя прелполагаются лежащими за плоскостью чер- 
тежа, представлевы пунктаромъ, тё же части, ко- 
торыя лежать въ плоскости чертежа или перадъ 
нею, вычерчены сплошными зишями. Иредположимь 
теперь, что этоть двойной конусъ пересъкаетея 
плоскостью, не перпендикулярной къ оси С УС’. Тогда 
могуть представиться три случая, 

1. Няоскость можеть пересёчь ковусь по зан- 
кнутой овальной кривой, подобной АВВ’, кото- 
рая полностью лежить на одиой изъ двухъ ноловинъ 
конуса. Въ этомь случаЪ плоскость совершенно не 
ветрётить другой половины конуса. Такая кривая 
называется эллицеомъ; это нривая овальная. Ча- 
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стный случай такого сфчешя ковуса получвется, 
когда плоскость перпендикулярна къ оси СУС; 
тогда сфчешемъ, подобно ЭТО и РОВ, является 
кругъ. Такимъ образомъ, кругъ представляеть собою 
частный случай эллинеа. 


2. Плоскость можеть быть параллельной кь 
плоскости, касательной къ конусу вдоль одной изъ 
его „образующихь“. Такова, напринфръ, на даграм- 
м плоекоеть кривой Р.А’, она параллельна 
‘плоскости, касательной къ конусу вдоль образую- 
шей 75. Эта кривая все еще остается въ области 
одной половины конуса, но теверь она уже не заикну- 
тая овальная кривая,--она идеть вдоль конуса безъ 
конна;, поскольну сами образуюня этой половины 
конуеа продолжены вдоль.въ направлеви оть вер- 
шины У. Такое коническое сфчеше называется па- 
раболой. 

3. Плоскость можеть пересфкать обф половины 
нонуса, такъ что вся кривая состоить изъ двугъ 
отдфльныхь частей или, какъ ихь называюгь, 
„втвей“. Этотъ случай представленъ на даграмив 
двумя вфтвями @,4,6 и Р.А,Гу, составляющими. 
вмфетЬ одну кривую. Ни олна изъ вфтвей ве зам- 
кнута, каждая распространяется безъ конца, есла 
обф половины конуса продолжены оть вершины 
въ безконечность. Такое коническое сфчеше назы- 
зается гипербалой. 


Такимъ образомь, есть три типа коничеенихь 
сфченй, именио, эллипсы, параболы и гиперболы. 
Легко ‘видфть, что въ извфетномь снысль параболы 
являются предфльныин кривыми, лешащими между 
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элляпеами ‘и гиберболами. Онф образують особый 
Рялъ кривыхъь и должны удовлетворять особымъ 
усломямъ. Эти три назвашя даны, повидимому, 
Аполлошемъ Пергскимъ (род. около 260 и ум. около 
206 до Р. Хр.), нациеавшимь систематичесьй трак- 
тать о коническихъ сфчешяхъ, который оставалея 
образцовымъ сочинещемтъ вплоть до шестнадцатаго 
столёпя, ` 

Съ перваго же взгляда ясно, какимъ неудобныхь 
и труднымъ должно было. быть для греческихъ 
теометровъ изслфдоваше свойствъ этихъ кривыхъ. 
Кривыя лежать въ плоскости, для изолдовая 
же ихъ необходимо вычертить въ перспектив 
пространственную фигуру. Такъ, на приведенной 
выле даграми$ мы не провелл практичееки ни 


Рис. 16. 


одной вспомогательной ливи, и все же чертежь 
вышелъ довольно сложным. Кривыя эти-—кривыя 
цлоскостныя, потону, очевидно, ны должны быть 
вь состояным дать. имъ опрадфлеше, не выходя 
изъ плоскости, ‘не переходя къ пространственным 
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фигурам. Въ то же время, если пря. „простран: 
ственномъ“ опредфлени мы имфли одиообразный. 


Ч р 


Рив, 17. 


способъ опредзлея, допускаюний три елучая— 
именно, ефчеше конуеа плоскостью,—то и при 
»плоскостномъ“ опредёлеНи также долженъ быть 
однообразный способъ лЬйствй, распадеюцайея 
лвкже на три случая. Вядъ этихь кривыхъ ва 


Рис. 18. 


ылоскости показанъ на трехь рисункахъ 16, 17 и 
13. Точки А и 4 из рисункахъ называются верши- 
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нами; а лая 44’—главной осью. Какъ мы видимт, 
парабола иметь только одну вержину. Аполлон 
доказаль, что отношеше РМ? къ АМ.МА' (т. е. 
и 

ие) остаетея постояннымъ, какъ для эллипса 
такъ и для гиперболы (рис. 16 и 18), и что отно- 
шеше РМ? къ АМ остается поестояннымъ для па- 
раболы (рис. 17}; из этомъ факт онъ ностроиль 
зсе свое сочинене. Очевидно, здЪеь мы уже при- 
близились къ желаемому однообразю опредфленя, 
которое къ тому же не выходить изъ плоскости, 
но еще не достигли его во всей плоскости, 

На даграммахь 16 и 18 отыфчены двЪ точки 
Я и 5, а на даграмиЪ 17-—одна точка 9. Это— 
фокусы кривыхъ, точки наибольшей важности. 
Уже АполлонйЙ зналъ, что для эллинса сумма 5Р в 
&Р (с. е. Р-Р), пра движеши точки Р по 
кривой, остается ностояниой и равна’ АА’. Подоб- 
нымъ же обрезомъ для гиперболы разноеть 5’Р5Ё 
постоянна и рамна АА’, когда точка Р находится 
на одиой ыфтва, и разность ЯР’ —©Р” постоянна и 
рамна А4’, когда Р’—на другой вфтви. Но каза- 
лоеь, что для параболы соотвфтствующей точки не 
существуетъ. ы 

Наконець 500 лЬть спустя посиздей велиюй 
греческ!й геометръ, Папъ изъ Александр, открылъ 
заключительную тёйну, завершившую этоть ходь 
мыели. На даграимахъ 16 и 18 видны двВ ливи 
ХМ и ХМ, а ва маграмиь одна лишя ХХ, 
Это—директрисы кривыхъ, двЪ для эллинеа и 
для гиперболы и одна для параболы. Каждая ди- 
‘ректриса отиёчаеть баижайшему фокусу. Харак- 
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терное свойство фокуса 5 и соотефтствующей ди. 
ректрисы ХМ, для любого изъ трехъ тиновъ кри- 
вВыхЪ, заключается ВЪ томъ, что отношене БР кт 


р (. е. №) посволшно здфеь Р№—перненли- 


куляръ, опущеняый изъ точни Р на директрису, 
а Р любая точна кривой. Такимъ образоиъ, мы 
нашли наконець искомое свойство хривыхъ, которое 
не заставяяеть насъ покидать плоскость и устана- 
вливается однообразно для вофхъ трехт. кривыхъ. 


Для эллипса отношеше РА Меньше 1, для пара- 


болы--равно 1 и для гиперболы—больше 1. 

Когда Панъ закончилъ свое изел$доваше, онъ, 
вфроятно, думать, что вопросъ, за псключешенъ 
мелкихь подробностей, быль практически исчер- 
нанъ; еели бы онъ могъ предвидёть истор науки 
на тысячу съ лишнимь лфть вперець, его пред- 
положеше обратилось бы въ твердую увФреняость. 
Между тВмъ на дёлВ дЬйствительно плодотворныя 
идеи въ этой области натенатики не были еще 
даже затронуты, и никто не догадывалея объ ихъ 
въ высшей степени важномь примфневи въ при- 
родБ. Для тЁхъь, кто хотфлъ бы ограничить знане 
и опыть предфлами кажущейея пользы, вВекнмъ 
предостережешемъ могь бы служить тотъ фактъ 
что въ течеше восемнадцати стол М коничеемя 
ефзещя изучались лишь въ качеетв$ отвдеченнсй 
науки, безъ веякаго намека на какую бы то ви 

: было пользу, за исключешемъ разв$ удовлетворевя 
стремлешя къ знаю со стороны натематиковъ, и 
что посль этого длиннаго перюдая отвлеченнаго 
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изучешя они оказалиеь ключомтъ къ познанйо одного 
`изъ величайщихь законовЪ природы. 

Все это время изучеше астроном шло впередь 
совершенно самостоятельно. Велик! греческий астро- 
вомъ Птоломей (ум. `168` по Р. Хр.) обнародовать ^ 
въ Александрскомь университеть свой образцо- 
вый трактать по этому предмету, объясняюний ви- 
димыя движеня солица и планетъ среди неподвиж- 
ныхь звфздъ вращешемъ солнда и планетъ вокругъ 
ненодвижной земли. Въ течеше посл5дующихь 
тринадцати столЪий чиело и точность аетрономи- 
чеекихь наблюденй возроели, и въ результатВ 
объяснеше движен планеть по Пхолонвевой ги- 
лотезЪ становилось вее болфе и болфе сложнымъ. 
Коперникъ (1473—1548) показалъ, что движен!я 
этихъ небесныхь ТВЛЪ можно объяснить боле 
проетыкъ способомъ, если предположить, что еолнце 
неподвижно, а земля и планеты вращаются вокругь 
него. Одвако, онт еще считалъ эти движен!я по суще- 
ству круговыми, хотя и изыфненными рядомъ не- 
большихъ поправокь, налагающихся на основное 
круговое движеню. Такъ обстояло дфло, когда въ 
1571 г. въ ШтуттгартВ родился Кеплеръ. Суще- 
ствовали двф науки, -геометря коническихь сче- 
в и астрономя, и об он изучались съ древнихъ 
временъ, не вызывая ни малбйшаго подозрёвя о 
связи между ними. Кеплеръ былъ астрономъ, но 
онъ быль также и хоропий геометръ, и по вопросу. 
о. коническихь ‚сфчешяхь онъпришелъ. къ идеянъ, 
опередившимъ его время. Здфеь передъ нами одинъ 
изъ иногихъ примфровъ, доназывающихь пожность 
той мысли, это успбхь научныхь изслЪаовав 
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требуетъ исключительнаго погружена въ одну уз- 
кую область знашя. Новыя мысли скорфе склонны 
появлятьея изъ необычнаго сочеташя знанй,—не 
нелремфнно изъ обширныхь познанй, но изъ со- 
вершеннаго понимашя методовъ и идей разлачныхъ 
отраслей знаня. Вепожнинъ, что Чарльзь Дарвинъ 
пришель къ понятно о закон зволющи, зитая зна- 
менитый Мальтусовекй „Опытъ о народонаселени“, 
сочинеще, имфющее дВло съ совершенно другииъ 
предметовъ,—по крайней иЪрЪ, какъ думали въ то 
время. 

Кешеръ высказалъ три закона планетныхЪъ дви- 
женй, первые два въ 1609 г. и трети десять лВтъ 
спустя, Они глаеять слфдующее: 

1. Орбитами планеть являются эллипсы, въ фо- 
куеф которыхъ находится солнце: 

2. При движенши нланеты по орбитё рашусъ- 
векторъ, соединяющий солнце съ планетою, описы- 
ваетъ въ равныя времена равновеливя площади. 

8. Квадраты врешенъ обращешя разлачныхъ 
планеть пропордюнальны кубамъ большихъ осей 
ихь орбить, 

Эти законы оказались линть первымъ шагомъ въ 
основном развити идей. Ньыютовъ (1642—1727) 
открылъ законъ всемрнаго тяготёыя, гласящйй, 
что’ всявя два тёла притягиваются другъ къ другу 
съ силою, прямо пропорщональной произведено 
ихъ масеъ и обратно пропоршональной квадрату 
разетоятя между ‘ними. Въ соединенш съ треня 
законами планетныхь движенй, которыиъ Ньютон 
придаль ихъ окончательную общую форму, этоть 
всеобщёй основной законъ оказался достаточнымъ 


— 196 — 


для объяснешя вофхъ астрономическихь явленй, 
включая и Кенлеровы законы. Между прочимъ 
Ньютонъ доказалъ, что кометы могутъ двигаться, 
по. очень удлиненным эзллипсамъ, по параболантъ 
или по гиперболант, приближающинся къ парабо- 
ланъ. Перодичесья кометы, какова, напримфръ, 
комета. Галлея, должны, конечно, двигаться по эл- 
дилсамъ. Главвымъ же шагомъ въ доказательств 
закона тяготёшя и даже первымъ толзкомъ къ его 
открыто послужило подтверждеше законовъ Кеп- 
лера, связывающихь движен!я планетъ съ теорей 
коническихь сфченй. 

Съ семнадцатаго столёя. отвлеченная теоря 
кривыхъ участвовала въ двойномь возрождеши гео- 
метр, обязанномъ введенно’ координатной и проек- 
тивной геометрии, Въ кроективной геометр!и оенов- 
ныя идеи группкруются на раземотрёни ряда (или 
пучка, какъ они называются) прямыхъ линйй, кро- 
ходящихь черезь общую точку (вершину пучка). 
Если 4, В, С и Р (рис. 19)--четыре неподвижныхь 
точки коническаго сфчешя, а Р любая ‘другая 
точка кривой, то пучекь лучей РА,РВ,РС и РБ 
нифеть особое свойство, извфетное поль именемъ 
постоянства его ангармоническихь отношен!й. Здфсь 
достаточно сказать, что это поняе является ое- 
новной ндеей проективной геометрии. Постоянство 
ангармоническихь отнощевй можеть служить для 
проективной геометр!и точнымъ опредфлешемъ кри- 
-выхъ или, по крайней мЪФрЪ, авалогичнымъ свой- 
ствомт, вполнф ему раввосильныиъ. Мы видим, 
тенерь, какъ далеко мы удалились съ течешемъ 
времени оть первоначальнаго поиямя сфчешя кру- 
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тового конуса. Мы знаемъ теперь, что грекамъ уда- 
лоеь раскрыть лишь второстепенныя свойства этихь 
кривыхъ сравнительно менынаго значещя; къ счастью, 
сами кривыя внолнф заслуживали того вниманя, 
какое было имъ удфлено. Эта маловажность поняя 
„коническаго сфченя“ отразилась и на обычной 


р 


Рис. 19; 


натематической териннологи. Столь же часто, какъ 
и прежнее назване „коничесшя сЪфчешя“, прим$- 
няется теперь и новое-—„кривыя второго порядка“, 
обоснован котораго читатель вайдеть ниже. 
Вернемся теперь къ тому пункту, на которонъ 
зъ предыдущей главё мы оставили координатную 
теонетрю. Мы задались тогда вопросомъ, какой 
тилъ общихь иЪотъ геометрическихъ точекъ соотвт- 
ствуеть алгебраическому выраженю общей формы 
вх --Фу==е, и нашли, что это—клаесь прямыхь 
лин на плоскости. Мы вадфни, что каждая пря- 
мая ‘пифеть уравнеше этой формы, и что камдое 
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уравнене такой формы соотвфтствуетъ прямой лн- 
ни, Попытаемся теперь перейти къ слъдующему 
‘ближайшему виду алгебраическихь выраженай. Оче- 
зидно, мы получимъ его въ общей фориЪ, вели 
введемъ ‘члены, бсодержанце 27, лу и у?. Такимъ 
образомъ, новый обиай видъ алгебраическихь вы- 
‘раженй будетъ имфть такую форму: 
аа овму 6? 29х у е=0 

Что представляеть собою это выражен? Отьфтъ 
на этотъ вопросъ таковъ: если уравнене, вообще, 
выражаеть какое-либо общее мЪфето геометриче- 
скихъ точекъ, то этимъ общимъ ифетомъ всегда 
будеть коничеекое сфчене: болЪе того, уравнене 
всякаго коническаго сфчешя можно всегда пред: 
ставить въ этой формЪ. Различные. виды кониче- 
скихъ сБченй, даиныхь въ такой фориЪ, отличить 
другь оть друга очень легко. Надо только изслф- 
довать выражене 48—12, гдЪ а, Ви № входануя 
въ уравнеше постоянныя. Если аё—й? число по- 
ложительное, кривая будетъ эллипсомь, если 2ё— 
—# —0, кривая будеть параболой, и если 45— 
—# чисяо ‘отрицательное, кривая будетъ гипер- 
болой. 

Допустимъ, напримфръ, что а=6=1, А==у== 
—/=0и с—4. Мы получимъ тогда уравнене круга 
ж--у —4=0. Легко доказать, что это—уравнеше 
круга, центрь котораго находитея въ начал коор- 
динать, а радёусъ равенъ двумъ единицамъ длины. 
Выражене а —#? въ этомъ случа равно 1 х!- 
— 02, т. е единиц, слфдовательно, числу положи- 
тельному. Отсюда, кругь является частнымь слу-` 
чаенъ эллипса, какъ оно и должно быть. Вообще, 
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ураннеше-любого круга можно представить въ видф 
а (+ ул) + 29х-- у--с=0. При этомъ а — № 
обращается въ а*—0, т. е. въ 2, число ‚всегда, 
положительное. Въ соотвЪтетьи съ этимъ ве’ круги 
улдовлетворяють условно для эллипсовъ. 

Общей формой уравнешя параболы является 

(хе ку 6—0, 
такъ что члены второй степени, какъ они назы- 
ваютея, могутъ быть написаны въ вид полнаго 
квадрата. Раскрывая скобки, получимь 
ФР Здаку | Рух; 

сравнивая это выражеше съ общей формой, имфемъ 
а==?, 14 и В, елёдовательно, 26 № == 
— Фи —(4)*--0. Необходимое услове удовлетво- 
ряетел, такимъ образомъ, автоматически. Уравнеше 
Эду — 4 == Отдва= ===, = ис 4, 
представляеть с0бою гиперболу, такъ канъ выра- 
жене а—й* обращается въ 0—1? т. е. въ--1, число 
отрицательное. 

Ограничене, вводимое словами „если общее 
уравнен!е представляетъ, вообще, ка- 
ное-нибудь общее мфсто геометриче- 
скихъ точект. то оно прадставляеть коническое 
сБчеше, необходимо потому, что нЪфкоторые част- 
ные случаи общаго уравненя не вырежеють. ни- 
какого реальнаго общаго м%ста. Напринръ, урав- 
неше ^2--у?-{-1=0 не можетъ быть удовлетворено 
никакими дЪйствительными значетями х и у. Обычно 
говорять, что въ этихъ случаяхъ общее ифето со- 
стоить изъ мнимыхъ точекъ. Однако, поняе мни- 
мой точки въ геометрии отличается большой слож- 
ноетью, и ны не будемъ здфеьуего касаться. 
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Въ общей. форив уревнешя заключаются иЪ- 
сколько исключительныхь случаев, которые съ 
зерваго взгляда можно не признать за коничеещя 
сфчешя. При надлежащем выборф пестоянныхь 
ножио получить уравнеше, представляющее двЪ 
прямыя. Однако, дв пересёкающяея крямыя можно 
разсматривать внолнф подходящини подъ греческое 
поняте коническаго сфченя, Возвращаясь къ ври- 
веденному выше рисунку двойного конуса, мы ви- 
димъ, что нфкоторыя плоскости, проходящя чрезъ 
вершину 7, перёрфжуть ковуеъ по двукъ прямынъ, 
пересВкающимея въ Т. Случай двух параллель- 
ныхь прямыхь можеть быть включенъ въ поняте 
коннческаго сфчешя, если круговой цилиндръ счи- 
тать частнымъ. случаемь конуса. Тогда плоскоеть, 
нересфкающая цилиндръ в параллальная его оси, 
перерфжеть его по двумъ параллельнымь прямыиъ. 
Какъ бы тамъ ни было, позволили бы или нфть 
древые греки называть коническими сБченё ани эти 
особые случаи, они несомнфнино находятея ереди 
кривыхъ, предстааляемыхь алгебраическимъ урав- 
нешемъ второй степени въ его общей формЪ. Это 
обетоятельство стоить отыфтить; ибо именно такое 
включене въ общую форму всевозиожныхь част- 
ныхт, случаевъ, требовавшихьъ прежде особаго из- 
стВдованя, характерно для современиой натематики, 
Оно обязано ея стремленю къ обобщешяжъ. 


Глава ХТ. 


Функши. 


Математически! смыслъ выражешя „функщя“ при 
никается часто и въ обыденной жизни. Когда мы 
говоримъ, напримфръ, „его  настроеше являетея 
функшей его пищевареня“, то мы примфняемъ это 
выражен{е вполя$ точно въ натематическокъ сныелв. 
Именно, оно означаеть, что можно указать такое 
правило, по которому его настроеше точно опре- 
дфляется, если извфстно, какъ работаеть его же- 
лудокъ. Такимъ образомъ, понязе фунвщи является 
довольно простымъ, намъ надо только посмотрЪть, 
какъ оно примфняется къ переифннымъ величинамъ 
въ математикВ. Вольмемъ прежде всего нЪсколько 
конкретвыхь примровъ. Если нофздъь ндетъ со 
скоростью 20-ти версть въ часъ. то разстояе 
(з версть), пройденное имъ въ течеще нФеколькихъ 
часовъ, напримфръ 2, будетъь $—20 Жё и мы на- 
зовемъ 5 функщей отъ #. Такимъ образом, 20 ЖЕ 
будеть функшей оть & которой $ внолнф тожде- 
ственно. Если Иванъ на годъ старше Фомы, то, 
когда @омф будеть х лётъ, возрасть Ивана (у 
лётъ) опредфлится выражешемнь у-=я--1; у бу- 
деть функщей отъ лх, именно, фувкщей 2-1, 

Въ этихь примврахь { и у называются „неза- 
висимыми перемфнвыми“ функшй, въ которыхъ 
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ойЪ появляются. Такъ, # есть независимая пере- 
.” мЬнная фунюши 20 ЖЬ а х_ независимая пере- 
° манная фувкщи х-- 1. Если 5=20 Жи ул, 
то 5 иу называются „значешяии“ функщй 20} 
и х-- 1 или же просто функшями. 

Переходя ‘къ общему случаю, ны можемъ опре 
дфлать функнио въ математическомъ сиысль, какъ 
зависимость между двуня перемфиными величинами 
называемыми соотвфтетвенно независимой перемЪн- 
ной и функщей, при чемъ завиеимость эта такова, 
что при любомъ значеши независиной перемфнной 
значеще функщи точно (т. е. однозначно) опредв- 
ляется. Нри этомъ обратное предложеше, именно, 
что любому значенно функщи соотвфтетвуетъ одно 
опредфленное значеше независимой перемфнной 
можеть быть и не вфрно. Другими функщями незави- 
симой перем нной х являются, наприжръ, у=л?, у 

2*4-3х-|-1, у-х, узыюдх, утих. Т, кто зна- 
номъ немного съ алгеброй и тригонометрей, легко 
распознають послёдня двф функши этой группы. 
Здфсь не стоить тратить время на ихъ объяенене, 
лвкъ какъ ом приведены просто въ качеств при- 
мфровъ. 

До. сихъ поръ, хотя мы и опредфлили, что мы 
понинаемь подъ словомъ функшя вообще, мы упо- 
минали только извфетныя, опредфленныя функции. 
Но математика, вфрная своимъ общимъ методамъ, 
вносить общ символь для общаго поняйя какой 
бы то ни было функщи. Она дфлаегь это, крим - 

„няя для любой функщи оть х символы А (5х), 
1,9 @), $ ® ит. д, въ которыхъ независимая 
переифнная х поставлена въ скобки, а передъ 
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скобками, дия обозначешя функщи, етоить какая 
нибудь буква вродф Е, /} 9, фит. д. `Этоть спо- 
собъ` обозначеня иметь свои недостатки. Такъ, 
онъ, очевидно, противорфчить обычному въ томъ 
отношенш, чте одыё и т же буквы должны здфеь 
представлять различныя величины, такъ какъ сто- 
ящя передъ скобкани буквы Ё, Ку, Фит. д. 
обозначаютъ различныя функщя. Однако, было бы 
нетрудно привести примфры, въ которыхъ нанъ 
было бы достаточно руководствоваться лишь здра- 
выиЪ смысломъ и текстонъ, чтобы видфть, что подъ 
ними разумЪетея. Однимь изъ способовъ для из- 
бЪжащя недоразуифый является примфнене для 
функшй греческихь буквъ (напр» $, камъ выше}; 
другой же заключается въ удержани для обозна- 
ченя функщи буквъ У или К (начальныя латинсвя 
буквы слова функийя) и въ примфнеми ближай- 
шихъ буквъ, напримфръ, С, если ветрётится иеоб- 
ходимость въ обозначены другихъ функщй. 

Со вефни этими оговорками мы пишемъ у ==/(х), 
чтобы указать, что у есть значене какой-то неопре- 
дЪяенной функши независимой неремфиной х, при 
чемъ /(х) можеть представлять собою любое изъ 
выражен! вролБ у-|-1, 42—21. зтх, 00% или, на- 
конень, само х. Существеннымъ здЪеь является то, . 
что, всли’х дано, то тфжЪ еамыюъ точно опред®- 
лено и у. Важно виолнф уяенить себЪ общность 
этой идеи. Такъ, ны можемъ, еели пожелаемъ 
установить, что въ выражены у==/(л) водъ /(л) 
мы подразумВваент, что, когда л--чиедо цфлое, 
1%) равна нулю, когда же х имфеть любое иное 

значене; /(х). равна едивиц®. Въ соотьётстым съ 
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этимъ, при такомъ выбор смыела символа /, у бу- 
деть равно или 0, или 1, вт зависимости отъ того; 
равняется ли х какому-либо цфлому числу или лю- 
бому другому. Такъ (1) 20, /(2) =0, ДЕ) =1 
ДУ®)-=1 и т.д: Такой выборъ значейм еимвола, 
(9 даетъ нажъ вполнф правильную функшю неза- 
висимой перемфнной х, находящуюея въ полномъ 
соотвётетыи съ общимъ опредфлешемъ поняты 
функши. 

Функшя, являющаяся въ конц концовъ лишь 
извфстнаго рода соотношешемъ нежду двумя пере- 
ыфниыми величинами, можеть быть представлена, 
подобно другимъ зависимостямъ, графически, иначе 
товори—кри помощи координатной геометрн. На- 
примфръ, рис. 2 въ глав И является графакомъ 


фувкщи г=, ГД х независимая переннная, а 


р—ея функшя. Въ этомъ случаЪ графическое изо- 
браженше дано только для положительныхъ значешй 
®, какь единственно имфющихь смыслъ для физи- 
зескаго приложен, разсматриваемаго въ этой 
главЪ, Точно также, на рис. 14 главы ТХ вся лия 
АВ, идущая въ обоихъ направлешяхь въ безко- 
нечкость, предетавляеть собою’ графическое изо- 
бражеше фуннщи у=х-|-1, гдЪ лх— независимая 
пережхфиная, а у—ея функшя; ва тожъ же’ рисувкВ 
безконечная лищя АВ есть графикь функши у— 
=1-л, а лишя 204’ графикь функщи уз=х 
тдЪ л—независнмая перемфнная, а у—ея функщая. 

Для функей, выражаемыхь простыми алгебраи- 
чееними формулани, графическое представлеше 
примниетея легко. Но для нфиоторыхь функый 
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такое предетавнене, безъ подробныхъ поясненй, 
новело бы къ большимъ недоразумфениъ или ока- 
залось бы даже невозможнымъ, Раземотримъ, на- 
примфръ, упоиявутую выше функщю, которая рав- 
няетея едимиц для вебхъ значенй независимой 
перемфнной х ‘за исключешемь тхъ, которыя 
представляютъ собою цфлыя чнела, т. е. за исклю- 
чененъ х=0, х=1, х=2 ит. д, при которыкъ 
функщя равна нулю. Графически она представилась 
бы прямой АВА” (рис. 20), проведениой параллельно 


Рис. 20. 


оси ХОЛ’ на разетояни отъ нея, равномъ единиц 
длины. Но точки В‚, С,, С, С; ит. д„, соотвфх- 
етвуювця значешямъ независимой нереиЁнной 0, 
1, 3, Зит д.. должны быть опущены, и выфето 
нихъ должны быть взяты точки О, В,, В,, В, и 
т. д. на оси ОХ. Не трудно найти и тавя фувкши, 
для которыхьъ графическое иредставлене является 
не только неудобнымь, но и невозможныйъ. Функ- 
ции, не поддающщяея графическому изображеню, 
` выфють важное значене въ выстей мотематикВ, 
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здфеь. нетнамь нЪ\ь неободимости ихтъ разсматри- 
вать. ы : 

'Наиболве важное разлише между функшями 
дается разлфлешемь ‘ихь на два класса: функши 
непрерывныя и’функшя не непрерывныя или 
инфюця разрывы непрерывноети. Функшя будеть 
непрерывной, если 6я значещя измфняютея восте- 
пённо юри пос?ененномь измфнени независимой 

. перемфнйой, и функшя: не будеть непрерывной, 
ебли. вя значен!я изм няются внезапными скачками, 
Такъ, двЪ функши х--1 и 1—2, графически 
изображенныя прямыми рис. 14 гдава [Х, будуть 
функщями непрерывиыми; такой же непрерывной 


`функщей является функшя ъ разобранная въ глав 


`П, если разсматривать только положительныя ана- 
чешя +. Но функщя, представленная яз рис. 20 
настоящей тлавы, уже не непрерывна, такъ какъ 
ея значешя даютъ внезапные скачки при зназе- 
щяхъ независиной перемнной х==1, х==9 и т.д. 
Что. бы яснфе усвоить. себ реальное содержане 
понятя непрерывности функщи, рааскотримт нЪ- 
сколько’ принровъ функщй, представляющихся 
намъ въ природ. Донустимъ, что нофздъ Николаев- 
ской желфзной. дороги идетъ изъ Петрограда въ 
Моекву. На’ этомъ пути онЪ должень пройти про- 
межуточныя станция Бологое-и Тверь. Пусть # будеть 
число часовъ, пройденныхъ имъ въ пути отъ Петро- 
града, и з- число пройденныхь имъ веретъ. Тогда 
5 будеть функшей отъ &, т.е. перемфнной величи- 
ной, зависящей отъ независиной перемённой’ &. 
Еели. мы энаемъ веф обстоятельства движеншя по- 
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Фзда, то при: данномъ любомъ значени # мы мо- 
жемиъ опредфлйть тотчаеь зе соотвфтствующее _ 
значенше 5. При этомъ, если оставить въ сторонф 
чудеса; мы моженъ съ увфренностью сказать, что 
8 есть непрерывная функщя оть # Невозможно 
допуетить такой елучай, чтобы мы ‘могли провести 
нашь. пофздъ непрерывно оть Петрограда до Бо- 
логое, а затфиъ онъ вдругь, безъ веянаго, хотя ` 
бы ничтожнаго, промежутка времени, оказался бы 
въ Твери. Эта идея слишкомъ фантастична, чтобы 
принять ее въ наши расчеты: оиз разематриваеть 
возможности, которыя ножно найти лишь въ еказ- 
кахъ „Тысячи и одной ночи“; да и въ вихъ пря- 
мой разрывъ непрерывности движенЁя едва. ли вхо- 
дить въ повфетвоваше, наивыешинъ предфломт 
для оцфики’ нашего легковЪрия, на который дер- 
заеть разеказчикъ, являются обыкновенно лишь 
исключительно больышя скорости. Но необычная ско- 
роеть не противорфчить великову закону непрерыв- 

` ности движешя, царящему, повидикому, въ природ. 
Такъ свфть движется со скоростью въ 800000 кн. вЪ 
секунду и разстояя{е отъ солнца до земли проходить 
лишь вЪ семь или въ восемь минутъ. Но несмотря 
ва такую скорость пройденный имъ путь всегда 
является непрерывной функщей времени. 

Не такъ очевидно для наеъ, что скорость тёла; 
есть также непрерывная функшя времени. Раз- 
сиотримъ пофзхь въ какой-либо номенть вренени 
= онъ движется съ н-которой  опредфленной 
скоростью © версть въ чась, гдё о равно вулю, 
когда нофздь стоить на станиш, и отрицательной 
величинЪ, когда пофадъ идеть заднинъ ходоиъ. При 
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этонь мы охотио допускаемъ, что при больпомъ, 
тяжелонъ иофзд® у ве можеть изифиить свою ве- 
личину внезанно. Нофздьъ, конечно, ве можетл: 
атти со скоростью 40 веретъ въ часъ отъ 11.45 до 
полуночи и затфиъ вдругь, безъ всякаго проме- 
жутка времени, повысить скорость до 50 веретъ въ 
часъ. Мы сразу же прининаемъ, что изыфнеше ско- 
рости является постепениымтъ процеесомъ. Но какъ 
быть съ внезапными ударами соотвфтствующей силы? 
Допустимъ, что происходить столкновене пофздовъ, 
или, чтобы взять меньше преднеты, допустимъ, что 
человфкъ ударяетъ футбольный мячъ. Для вашихь 
зувствъ, конечно, кажется, что нячъ началъ дви- 
таться внезапно. Такимъ образомъ, въ случав ско- 
рости ваши чувства не возстають протавъ мыели 
© разрыв непрерывности скорости, какъ функши 
времени, какъ это иметь мфето при мысли о 
эгновенномъ перенесеми пофзда изъ Бологое въ 
Тверь. Въ дфйствательности же, если законы дви- 
жешя, съ ихь понятемъ о масеф, правильны, то 
въ природ не бываеть разрывовъ непрерывноети 
скорости. Какое-либо явлеше, которое предетав- 
ляется нашинъ чувствамъ въ видф внезапнаго из- 
иънешя скороств, должно разсматриваться, согласно 
этииъ законамъ, какь случай постепеннаго изм®- 
неня скорости, происходящаго настолько быстро, 
что ваши чувства не могуть его замфтить. Было 
бы, однако, опрометчиво заключить отеюдя, что 
въ природ$, вообще, не существуетъ функшй, их ю- 
щихъ разрывы непрерывности. Кели бы человфкь, 
увфренный въ томъ, что высота надъ уровнемъ 
моря ва пространств между Лондономъ и Пари- 
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жемт, явллется непрерывной функщей разстояня 
оть Лондона, вздумаль ночью пройтись по утееу 
Шекспира близъ Дувра, любуясь звфзднымь небомт, 
то онъ переселился бы въ лучшй мцуь, не усиввъ. 
перестроить своихъ мыслей относительно необхо- 
Димой осторожности въ научныхь обобщеняхь”). 


у 
ВИ в 
А 
и, 
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Рис. 21. 


Функшю съ разрывомъ непрерывности найти 
очень легко, даже если ограничиться простёйшиии 
алгебраическими формулами. Возьмемъ, напримръ, 


В 1 
функцию у == р которую мы уже разсматривали въ 
1 
вид 2=„ во лишь пря положительныхъ значе: 
ныхь 9, Теперь же пусть х принимаетъ любыя, 


*) Скалы у Дувра падаютъ зъ море отвЪеной стьной 
весьма значительной высоты, Прим.-перев. 
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как. положительвыя, такъ и отрецательныя, зна“ 
ченя. Графическое изображеше этой функщи пред- 
ставлено на рис. 21. Допустимъ, что. х непрерывно 
изыфняется оть очень большихъ отрипательныхь 
величинь до нуля, проходя рядъ уменьпающихея 
мисленно отрицательныхт, зваченйй, и‘затБмъ при- 
нинаеть рядъ возрастающихъ положительныхъ зна- 
чей. Въ соотвьфтстыи еъ этимъ, если движущаяся 
точка М на оси ХОХ’ представяяеть величину я, 
то она перемфщается по оси ЛОХ” слЪва направо, 
поелфдовательно проходя точки М., М» М. М, и 
т. д, Соотвфтетвуюция точки функц будуть Р,, Рь, 
Рь Р, ит. д. Легко видфть, что здфсь инфется раз- 
рывъ непрерывноеги при х-=0, т. е.. въ начал ко- 
ординат. Ибо со стороны отринательныхь инсовъ, 
слфва отъ начала координатъ, функц! я 
получаетъ безконечно болышя отрицательныя 
значешя, со стороны же положительныхь иксовъ, 
справа оть начала координат, она появляется снова 
въ видф также безконечно большихъ, но уже положи- 
тельныхь значенй. Отеюда; какъ бы мала ни была, 
длина М, М,, получается опредЪленный скачокь 
между вначешями функши въ М, и въ Л. Этоть 
случай имфеть еще ту особенность, что чёмь 
меныхе мы возьмемъ разстояще межну точками Л{, 
и М, еправа и елЁва оть начала коордвкатъ, тёмь 
больше будеть скачокъ въ измненяхь функши 
между ними. Этоть графикъ, какъ и рис. 20 этой’ 
главы. показывзеть, что для многихъ функц раз- 
рывы ‘непрерывности получаются лишь въ отдфль- 
ныхъ точкахъ, такъ что, ставя предфлы для измф- 
неня независимой перемфнной, мы ножемъ полу- 
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чить непрерывную функийо для оставшихся ‘значе-. 


в5й. Такъ, изърис. 21 мы видимъ, что, ‘если въ у’ 


огравичитьея подожительными звачешями и исклю- 
зить начало координать, То мы получинъ непрерыв- 
ную функцию. Точно также, та же функщя окажется 
непрерывной, если мы, исключивъ начало коердв- 
нать, удержамъ только отрицательныя значеня, 
Функщя, представленная графически на рис. 20, 
непрерывна между Ви С,, между С; и С„, между 
С; и С: ит. д., если во всбхъ случаяхъ исклю- 
чить конечныя точки. Нетрудно, однако, найти и 
тая функщи, въ которыхь разрывы непрерыв- 
ности нифють мфето во вебхъ точкахъ. Раземотримъ 
наприизръ, функщю /(х), къ которой при х, рав- 
новъ любой дробной величинЪ, /(л}=1, а при х, 
равномъ любому несоизмфримому чиелу, /(х) —=2. 
Такая функщя, очевидно, имфетъ разрывы невре- 
рывности во всфхъ своихъ точкахъ. 

Въ заключеше, раземотримъ нЪФеколько ближе 
приведенное выше опредфлене непрерывности. Мы 
сказали, что функшя является непрерывной, если. 
ея величина измфняетея постепенно при постепен- 
номъ изивнени независимой перем нной, и функщя 
инфеть разрывы непрерывности, если вя величина 
измфняется внезапными скачками. Опредфленя 
именно такого рода вполнф удовлетворяли грекавлт,, 
но онн уже не удовлетворяютъ современныхъ 
математиковъ. На это стоить потратить время; 
ибо, когда мы поймемъ современныя возражещя 
противъ такихь опредёленй, мы значительно по- 
даинемся въ понинани духа современной иатема- 
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тики. Вся разнаца между старой и новой матена- 
тикой заключается именно въ томъ, что тащя не- 
опредвленныя, наполовину метафоричесмя выра- 
жешя, камь „постепенно“, не допускаются боле 
вЪ ея точныхь опредёлешяхъ. Современная мате- 
матика принимает только тавя опредфлешя и 
доказательства, въ которыхъ приифняются лишь 
ифеколько простыхъ понят о числ и о постояя- 
ныхь и пережённыхь величинахъ, на которыхъ 
поетроена вся наука. Изъ двухъ чисель одно мо- 
жеть быть болыше или меньше другото, одно мо- 
жеть быть такимъ-то кратаымъ другого, —но между 
двумя числами нфть отношешя „постепенности“, и 
потому это выращеше недопустимо. Съ ‘перваго 
загляда это можеть показаться излишней педантич- 
ностью. На это обвинене есть два отвфта. Во пер- 
выхъ, въ первой половин девятвадцатаго стол ия 
нфеколько великихъ математиковъ, въ особенности 
же Абель въ Швещи и Вейерштрассъ въ Германи, 
открыли, что цфхые отдфлы математики, изложен- 
ные старой, взятой на удачу манерой, попросту 
‘невёрны. Маколей, въ своемъ изслфдовани о Бе- 
конф, противопоставляеть точность математики 
недостовфрности философм и въ видф риториче- 
скаго примфратоворить: „противъ теоремы Тэйлора 
не можеть быть возражен!“. Худтаго примфра 
онъ не’‘могь бы найти. Ибо, и не заглядывая`въ 
англйене учебники математики того времени, ны 
безъ особаго риска можемъ утверждаль, что въ лю- 
бомъь изъ нихь теорема Тойлора изложена и дока- 
зава невфрно. Такямъ образомъ, шецетильная точ- 
ность современной математики необходима сама по 
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себЪ. Съ другой же стороны, она необходима и для 
дальнфйшихь изелдовай. Она споеобетвуеть яе- 
ности, а ©ъ нею и сифлости мыели и плодотвор- 
ности вЪ искашяхь новыхъ сочетай идей. Если 
основныя положешя неясны и запутаны, то при 
кажломъ послёдующемъ шаг мысли, для ограни- 
ченя примфнешя полученныхь выводовъ и объяс- 
нешя ихъ значеня, ‘приходится призывать на по- 
мощь здравый смыелъ. Но для творческой иысли 
здравый смысль-— плохой ‘руководитель. Его един- 
ственный критерй для суждешя заключается въ 
томъ, что новыя мысли должны быть похожи на 
старыя. Иными словами, онъ можетъ дБйствовать, 
лишь подазляя оригинальность мыели, 

Пролагая нашъ путь къ точному опредфхеню 
понямя непрерывноств (въ прихфнени къ функ- 
цмъ), разенотримъ ближе наше утвержден, что 
иежду чиелами ‘нфть отномешя „постепенности“. 
Можно спросить, — разв одно число не можеть быть 
лишь немногимъ болыне другого, иными сдовани 
развф разность между двумя такими не можеть 
быть очень малой? Все дВло здБеь въ томъ, что 
если отвлечься оть какихъ бы то ви было произ- 
вольно допускаемых приложен, то вообще говоря, 
такихъ вещей, какъ большое или малое число-—не 
существуеть. Для астронома, изслёдующаго вепо- 
движныя звфзды, миллюяъ версть--очень малое чи- 
ело, тоть же киллюнъ-—рублей, въ качествф годо- 
вого дохода чиело большое. Одна четверть является 
значительной долей дохода, если отдавать ее на 
нужды благотворительности, и незначительной, — 
еели тратить её на свои нужды. Такихъ примфровъ, 
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‘показывающихь, что понятя „большой“ и „малый“ 
въ ихъ безотносительномъ смысл, не могутЪ инфть 
`отвлеченнаго приложешя къ числёмъ, можно со- 
брать, еколько. угодно. О двухъ числахъ мы ножемт 

` еназать, фо одно: изъ нихъ больше или меныпе 
‘другого; но объ одномъ чиелф, безъ установлейя 
‘застныхь условй, мы не можемъ сказать, что оно 
велико или мало. Поэтому, нашей задачей является 
опредёлить непрерывность, не упоминая о „неболь- 
шШомъ“ или „постепенномъ“ изифнен значеня 
фувки. . 

. Яля того, что бы сдфлать это, мы предварительно 
установимъ нБкоторыя понямя, которыя будуть 
намъ полезны и впоелбдетв!и, когда мы перейдем 
къ разсмотрёню предфловъ и дифференщальнаго 
исчнелешя. 

„Интерваломъ“ значенй независиной перемфн- 
ной х въ фунвши /(=) называются вс значешя 
ея, лежапфя между какими-либо двумя зкаченяни. 
Напримръ, интерваль. между х=1 и х=? оо- 
стоить изъ воёхъ значенй, которыя х ножетъ 
принять межлу Е и2, т. е. изъ вофхъ реальныхь 
чисель между Ти 2. При этомъ крайними чденани 
интервала могутъ быть, конечно, и не цфлыя чиела. 
Интервалъ значешй независиной перемфнной е0- 
держитъ число а, если а является членомъ этого 
интервала. Напримфръ, интерваль между 1 и 2 е0- 
держить З/з, Уз, ит. д. ^ 

Ряцъ чисель приближается къ числу © съ 
точностью до *, если численная разность между а 
и любымъ яленомъ ряда меньше“ к. Здесь х веть 
ЭТОЧНОСТЬ“ ИЛИ „степень приближеня“. Такъ, рядъ 
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чисель 3, 4,' 6,78 приближается къ числу. 5.еъ 
точностью до 4. Въ этомь случа степень прибли: 
жешя-4 не является наименьшей ‘изъ воЁхь, ко: 
торыя мы могли бы выбрать, такъ какь этотЪ ‘ряд’ 
приближается къ 5 съ точностью де 3,1, или до 
3,01, или до 8,001 и т. д. Точно танже. числа 3,1, 
3,141, 8,1415, 8,14159 приближаются къ 3,18102 съ 
точностью до 0,032, а также и съ меньшей тоз- 
ностью до 0,03108. . 

Эти два понямя интервала и ётепени прибли- 
женя довольно легки; ихъ единственная трудность 
заключается въ томъ, что они выглядять ‘очень 
простыми. Тёмь не менфе, въ связи съ третьимъ 
цпонямемъ,—„сосфдетва съ даннымъ чнелонъ“, —они 
образують основу современныхь катематическихь 
разсужденй. Что иы подразумваемтъ подъ словами: 
такое-то утверждене для функши Х(х)--правильно 
въ сосбдетвьВ со значешемь независимой перемфн- 
ной х=—а? Таково то основное поняе, которое 
мы должны теперь точно опредфлить. 

Говорять, что значешя функщи /(х) обладають 
извфетнымъ свойствомъ въ „сосВдетв® съ а“, если 
можно найти такой интервалъ, который, во-первыхъ, 
содержить число а, но въ качеств конечнаго члена, 
и, во-вторыхъ, характеризуется тфиъ, что веф зка- 
чешя функыи для значенй независимой перемфн- 
вой, бтличныхь оть а и лежащихь внутри интер- 
вала, обладають этимъ свойствомъ. Значеше функ- 
ци (а) для значешя независимой перемфнной 
х-=а можеть и не имфть этого свойства. По этому 
поводу утверждеше относительно сосфдетва съ 
а не говорить ничего рёшительнаго. 

0 
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Возьмемъ; вапримЪрь, функцию 22.’ Мы ‘моженъ 
утверждать, что въ боефдетнЪ съ? вначешя д? 
меньше 5; Ибо мы иожемъ найти интервал, найр., ., 
оть 1 до 2,1, который, во-нервыхъ, содержеть 2 и 
притомъ. не’въ качеств конечнаго члена и, во- 
вторыхь, характеризуется тфиъ, что для вёфхъ зве- 
ченй х, лежащихь внутри него, л* меньше 5. 

Установивъ, такимъ образомъ, основныя понят я, 
мы уже будемъ зкать, что это значить, когда намъ 
скажуть, что въ сосфдетв съ в функшя Дл) 
приближается къ с съ точностью #. Это зна- 
читъ, что можно найти такой иитервалъ, который, 
во-первыхь, содержить 4, не въ качествЪ конеч- , 
наго члена, в, во-вторыхъ, характеризуется тфиъ, 
что вов значешя /(х), для которыхъь х. лежить 
внутри интервала и не равно. а, отличаетея отьъ 
с меньше, чёмъ на #. Напринёръ, въ соефдетв® съ 
2? фувкщя Ух приближается къ 1,41425 съ точ- 
ностью до 0,0001. Мы можемъ утверждать это по- 
тому, что корень квадратный изъ 1,99996164 равенъ 
3,4142, и корень квадратный изъ 2,00024449 равент, 
1,4148; слфдовательно, для вефхъ значенй х, лежа- 
щихь въ иитервалВ 1,99996164—2,00024449, кото- 
рый содержить 3 не въ качеств конечнаго числа, 
всВ значеня функщи Ух лежать между 1,4142 и 
1,4148 и, потому, отличаются оть 1,41495 меньше, 
чВыъ на 0,0001, Въ этомь елучаф мы моженъ, если 
пожелаемъ, установить и меньшую степень при- 
ближетя, наприиръ, 0,000051 или 0,0000501. Точно 
также, въ сосфдетвВ съ 2 функщя 2?  прибли- 
жается къ 4 съ точностью до 0,5, такъ какъ 
(1,93) *=3,61 и {2,1)2==4,41, и искомый интерваль 
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1,9-2,1, содержаний 2 не въ качеств конечнаго 
члена, такимъ образомъ,-найденъ. Этотъ примВрь 
намъ показываетъ, что утверждешя отиосительно 
функци /(х} въ соефдествВ съ чиеломъ @ вполнф 
отличны оть утвержденй относительно функшй 
Х @ при х=а. Нужно найти именно интер- 
валуь, для котораго утверждеше является пра- 
вильнымь. Такъ, тоть простой фактъ, что 2—4, 
самъ по себф не даеть еще намъ права сказать, 
что въ сосфдетв съ 2 функщя х* равняется 
4. Такое утверждеше было бы неправильнымъ, такъ 
какъ интервала съ требуемымт, свойствомъ получить 
нельзя. Точно такъ же, тоть фактъ, что 2? —4, 
сашь по себф не даеть намъ права сказать, что 
въ сосфдствВ съафункщя =? приближается къ 
4 съ точностью до 5; хотя въ дфйетвительности 
° это утверждеше только что оказалось правильнымъ. 
Если мы усвоили предшествующия понят, то 
ны понимаежъ основы современной математики. Мы 
прибЪгнемъ къ подобнымъ же покитямъ въ главё 
о рядахъ, а ватёиъ въ главф о дифференщальномъ 
исчислени. Пока же, мы уже подготовлены къ точ- 
ному опредвлению „непрерывной функц“. Функщя 
{) непрерывна для значеня независимой пере- 
ифнной х=а, если въ сосёдетвВ съ д ея значеня 
приближаются къ /(@) (т. е. къ ея значеню приза) 
съ любой возможной точностью. 
`Это значить, что, какая бы степень приближе- 
яя Ё ни была избрана, /(х} въ сосфястеВ съ а 
приближаетея аъ /(а) еъ точностью до #, Напри- 
изръ, функщя 2* непрерывва при х=- 2, такъ какъ, 
какое бы Ё мы ви избрала, мы всегда моженъ 
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зайти интервалъ, который, во-первыхъ, содержить 
чиево въ ‘качеств конечнаго члена, и, во-вторыхъ, 
характеризуется тВиъЪ, что. зняченя 27 для значенй 
независимой перемЁнной, лежащихь внутри: него, 
луриближаютея къ ‘4 (т.е. 27) съ точностью до к. 
Такт, допустимъ, что мы выбрали степень прибли- 
женя въ 0,1; тогда (1,999)? =3,996001 и (2,01) = 
—4,0401 и 063 эти чнела отличаются отъ 4 меньше 
чЪиъ на 0,1. Отсюда, внутри интервала 1,999—2,01 
значешя 1? приближаются къ 4 съ точностью до 
6,1. Подобнымъ же образомъ можно найти соотвфт- 
ствующ интервале и для всякой другой степени 
приближешя, какую бы мы ни пожелали испытать. 

Вовьмемъ примфръ желфзнодорожнаго пода. 

Когда онъ проходить сигнальный. ящикъ, его ско- 
рость явяяется непрерывной функшей врамени, 
такъ какъ, какую бы скорость мы ни выбрали 
{наприифрь, одну милжонную версты въ чаеъ), 
всегда можно найти промежутокъ времени, для 
пуйся до и послВ момента прохожденя, кото- 
рый характеризуется т6мъ, что въ любое изъ его 
мгновезй скорость пофзда отличается отъ той, съ 
которой онъ проходить ящикъ, меньше, чфмъ на 
одну ииллонную версты нъ часъ; то же самов остается 
правильнымъ, какую бы другую скорость вифсто 
одной миллюнной версты въ часъ мы ни выбрали. 


Тлава ХИ. 


Перродичность въ природф. 


Вся жизнь природы протекаетъ подъ знакойъ 
перк дичныхь собый, т. е. событй, етдующихь 
одно за другимъ, которыя настолько аналогичны 
одно другому, что безъ всякой натяжки ихъ можно 
назвать киогократнымъ повторешенъ одного и того 
же собыйя. Такъ, вращеюемъ земли обусловли- 
зается послфдовательвость дня и ночи. Правда, 
какъ ‘бы отвлеченно мы ни опредФляли панят!я дня. 
стремясь исключить причинвую связь событ, вее 
же каждый послБдующЕй день отличенъ оть преды- 
дущаго. Однако, при достаточно отвлеченномъ опре- 
дфлеши разлише въ свойствахъ между двумя днями 
ствновится неясвыхъ и не нызющинтъ практичеекаго 
интереса; и каждый день можно разематривать; 
какъ повтореше одного и того же событя, обуслов- 
‘ленизго вращененъ зенли. Точио тавъ же вращене 
земли вокругь солниа приводить къ ежегодной 
емфнЪ временъ года и налагаеть на всф явлешя 
природы другую перодичность. Третья, мене важ- 
ная реродичность дается фазами луны. Въ совре- 
менной жизни обравованныхь народовъ, съ ея ис- 
кусственнымь свфтомъ, свфна фазь иметь слабое 
значенше, но въ древшя времена, въ тбхъ странахъ, 
тдф днемъ заляний зной, а небо ясно, жизнь чело- 
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вфчеекаго рода, повидииому, находилась подъ боль. 
щимъ вляшемъ луннаго свфта. Поэтому, наше дф- 
леше времени ва чедЪли и на ифеяцы, съ посл®- 
дующями релегюзными наедоен!ями, распроетрани- 
лось у европейскихъ народовъ, всего в8роятифе, изъ 
Сирм и `Месопотани, хотя независиныя наблюденя 
лунныхь фазъ были найдены почти у вофхъ наро- 
довъ. Однако, главное выян на историю земла 
лунная перюдичность оказала не этой смной фазъ 
свфта и тенноты, а приливами и отливами. 

Наша твлесная жизнь но самому существу сво- 
ему перюдична. Ея главныя проявлен!я-—бешя 
сердиа и повтореёя дыханя. Въ самомъ дфлф, 
предположеше пероднчности является оеновой ся- 
маго поняя жизни. Мы не’ можемъ представить 
себф такой цфпи явлейй въ природф, для которой, 
при развити еобытй, мы не. могли ‘бы сказать: 
„это было уже раньше“. Самое поняме опыта, какъ 
руководителя въ жизни, оказалось бы въ этонъ 
случа непримфнинымъ. Люди всегда находили бы 
себя въ новыхъ положешяхьъ, не имфющихь подъ 
собой почвы въ вид$ тождественности съ ч#иъ-либо 
въ прошломъ. Самые способы количественнаго из- 
м$решя времени оказались бы вевозможными. 
Можна быяо бы только распознать, что еобытя 
идуть одно за другимъ, негрерывной ифпью, такъ 
что одни изъ нихъ были раньше, друпе— позже. 
Но мы идемь дальше этого простого утвержденя. 
Мы не только жожемъ сказать, что три собыця А, 
Ви С произошли въ такомь порядк®, что 4 было 
передь В, а В--передь С; мы можемъ сказать 
также, что промежутовь времени между А иВ 
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быль вдвое длиннфе, чмъ промежутокъ времени 
между В и С. Но вфдь количественное изыфрене 
временй въ существенномъ основывается на наблю- 
деюи извЪстнаго числа естественныхь повторенй 
одного и того же событя, которыя напонинають 
‘данный пронежутокъ времени. Мы можемъ скозать, 
что промежутокь времени между А и`В быль 
столько-то. дней, или столько-то м%феяцевъ, или 
етольно-то лфть, въ соотвётетыи съ тиномъ повто- 
ряющихся событй, къ которынъ мы пожелаемь 
обратиться. Дйствительно, эти три способа изм$- 
ревя времени были извфетвы, какъ отличныя 
другь оть друга, съ самаго начала цивилизащи. 
Одной изь первыхь задачъ науки среди образо- 
ваныхь или полуобразованныхь народовьъ было 
слить ахъ въ одно связное цфлое. Полный объемъ 
этой задачи трудно себз представить. Вфдь надо 
было не только опредфлить, какое число дней 
(напр..365,25...) заключается въ одномтъ году, необ- 
ходино было установить предварительно, что, вообще, 
одно и. то же чиело дней заключаетея ва вефхъ 
слфлующихь другъ за другонъ годахъ. Мы можемъ 
представить себфы?ръ, въ которомъ пердичности 
существуют, но такъ, что всё он не связаны 
другъ съ другомъ. Въ однихь голахъ можеть быть 
200 дней, въ другихъ—350. Устанозлене общей 
широкой взаимной согласованности наиболфе важ- 
ныхъ перодическихь явлешй было первымъ ша- 
томь нъ естественной наук®. Эта согласованяость 
отнюдь не вытекаеть взъ отвлеченных интуитив- 
ныхь законовъ иышлевя. Это просто наблюден- 
вый -факть; зв который ручается опытъ. Въ самомъ 
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ДЬлЬ, она настолько далека оть свойствъ точнаго 
вакона, что она даже не вполн% в%рна. Отетуплейя 
`замфчаются всюду и вездФ: Для нфкоторыжъ явле- 
н отетуплешя эти наблюдаются дегко и потому 
обнаруживаются тотчасъь же; въ другихъ же слу- 
чаяхь, чтобы открыть ихъ, необходимы самыя тон- 
я  набдюденя и аетрономическая точность. Ши- 
роко говоря, вев перюдичеся изкёнешя- происхо- 
дя я. въ живомъ существ, каковы, напримръ, 
бевя сердца, подвергаются, по’ еравненно съ дру- 
гими, рёзкимъ колебанямъ. Велишя устойчивыя 
перюдичности, —уетойчивыя въ смысл взаимнаго 
соотвфтетыя съ большой точноетью,—Это т%, ко- 
торыя зависять оть движешя земли въ его цфломъ 
‘и оть подобныхь же движенй другихъ небесныхъ 
тфлъ. . 

Позтому, мы принимаемъ, что эти астрономи- 
чесшя пер1одичности отмфчаютъ равные промежутки 
времени. Но какъ же намъ быть сЪ ихь уклоне- 
Шями, которыя обнаруживаются лишь тонкими 
астрономическими наблюдещями? Можно было бы 
подумать, что мы ириходимь къ произвольному 
допущено, что тоть или другой рядъ явленй 
отыЪчаеть раввыя времена, напримфръ, или веё 
дни имфютЪ одну и ту же продолжительвость, или 
вс годы точно раввы другъ другу. Однако, это не 
такъ: ифкоторыя допущеня, дфйетвительно, должны 
быть сдЪланы, но въ основ веего процесса аетро- 
номическахь язмёрев лежитъ лишь то предполо- 
жене, что законы движешя вполнф врны. Прежде 
чфыъ объяенить, какъ это сдфлано, интереено от- 
ифтить то оботоятельство, что для измфрешя вре- 
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ненй мы прибъгаемъь къ астрономамт, а`это объ. 
яеннется. (какъ уже сказано} устойзивымъ постоян- 
етвомъ перюдичностей, съ которыми они инфють 
дфло. Если бы такое высшее ноетоянетве набдю- ` 
далось среди перюдическихъ явленй, характерныхь . 
для человфческаго тла, то для регулировки на- 
шихъ часовъ мы обращались бы, конечно, къ док- 
торемъ медицины. 

Чтобы понять, какое отношене инЪфютъ законы 
движеня къ иакфреншо времени, отифтимъ, что 
два несогласные другь съ другомь способа изн 
решя времени даютъ различныя скорости для одного 
и того же тёла. Допустимъ, напринфръ, что мы 
опредфлили чаеъ, какъ одну дваддатьчетвертую су- 
токъ, "и ‘разсмотримъ случай пофада, идущего съ 
постоянной скоростью въ 20 верстъ въ часъ. Возь- 
межь теперь грубо неправильную ру времени и 
допустимь, что благодаря этому первый часъ ока- 
зэлея вдвое длиннфе второго часа. Тогда, въ соот- 
втетьв СЪ этой второй мфрой продолжительности, 
время хода пофзда раздфляется нё дв части; въ 
продолжене каждой изъ нихъ пофадъ проходить 
одно и то же разетояще, имевно, 20 верстъ, но 
продолжительность первой части вдвое больше, чфиъ 
продолжительность второй. Тогда скорость пофзда 
неодинакова, и въ среднемь скорость въ течеше 
второго перюда вдвое больше, чфмъ въ течеше 

- перваго перюда. Такимъ образомъ, вопрос о томъ, 
Идеть. ли пофздъь съ постоянной скоростью или 
нть, всепфло зависить оть мфры времени, которую 

. мы привимаенъ, . 

Одиако, для обычиыхь житейекихь пфлей раз- 
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лизвыя ветрононичесяя перюлическ!я явлев я ножно. 
разсматривать, какъ абсолютно постолиныя. До- 
пуская же это постоянство и опредёляя на атомъ 
оеновани скорости тёль и ихъ изыфненя, мы на- 
ходимъ, что разсмотрфнные выше законы. движешя 
почти въ точности оправдываются на дфлБ. Но 
лишь почти въ точности, если иы перейдежь къ 
нЪкоторымъ астрономическимъь явлешямъ. Мы па- 
ходныъ, однако, что, если принять слегка отличныя 
оть .нолученныхь скорости вращешя и движеня 
планеть и звздъ, то законы движеня будуть оправ- 
даны во всей полнот$. Такое предположеше и было 
сдвлано, и мы имфемъ на дёлЁ условную мФру вре- 
мени, которая соотвфтствуеть вефмъ астрономи- 
ческимъ явленяиъ въ пфломь, но не соотвфт- 
ствуетъ въ точности каждому изъ нихъ. Мы видимъ, 
‘такимъ образомъ, что равномфрное течене времени, 
на которомъ основано такъ иного, само зависить 
отъ наблюден!я перюдическихь явленй. 

Даже тавя явлешя, которыя съ перваго вагляда 
кажутся причинными и исключительными, или, съ 
другой стороны, таюя, которыя представляютея 
длящимися съ неизифнвымъ постоянствомъ,—мо- 
тугь находиться подъ отдаленнымь вмяшемъ пе- 
`риодичности. Разсмотримъ, напринфръ, принцилъ 
резонанса. Резонанеъ возникаетъ, когда два ряда 
связанвыхь другь съ другомъ явлевй имЪютъ одлу 
и т7 же перодичность. Изъ динамики твердыхь 
тфлъ извфстно, что небольшИя колебаня вефхъ тёлъ, 
предоставленныхъ самимъ себф, инЗютъ опредфлен- 
ный перюдъ, характерный для даннаго тьла. Такъ, 
каждое колебаше маятника, при небольшномъ размах, 
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всегда продолжается вполиф опредфленное время, 
характерное для его формы, распредфлен!я вЪса и 
длины. Болфе сложное тфло можеть имфть нфеколько 
способовъ колебай, но каждое изъ нихъ имфеть свой 
собственный опредфленный „перодъ“. Эти перюды 
тфла называются перюдами его „свободныхь“ коле- 
банй. Такъ, маятникъ имфеть только одинъ пе- 
рюдъ свободныхъ колебанй, тогда какъ ифиной 
мостЪ будеть ииБть ихъ нфеколько. Мы получаемъ 
музыкальный икетрументъ, наприжръ, скрипичную 
струву; если веф перюды свободныхь колебашй 
даннаго тёла являются простыми дробями одного 
изъ нихь, наибольшаго; т. е., если наибольший не- 
рюдъ равняется { секундамъ, то друбе перюды 
будуть #. итд, пря чемъ нфкоторые изъ этихь 
меньшихь перюдовъ могуть и отсутствовать. До- 
пустимъ тенерь, что мы возбуждаежь колебашя тЬля 
при помощи причины, которая сама по себЪ перю- 
дична; тогда, если перодъ этой причины очень 
близокъ къ одному изъ перюдовъ свободныхь ко- 
лебаюй тфла, то соотвфтствующее колебаще тфла 
возникаеть съ большою силою, даже тогда, когда 
возбуждающая причина ничтожна. Это явлеше на- 
зывается „резонанеомъ“. Общую причину его легко 
понять. Вь саможъ дфлф, каждый, кому понадобит- 
ея свалить качающеся камень, будеть раскачи- 
вать. его „въ тонъ“ еобетвеннымь колебашямъ 
кання,такъ какъ тогда легко уловить иоментъ для 
`’’опрокидыважинаго толчка. Если толчки проиеходять 
не. мь  такть колебаяюмь кашия, то одни изь 
дих: увеличивають аиплитуду. колебашя, а друме 


7 — 156 — 

неньшають. Когда же толчки проиеходять’ въ 
ЛЭкть, то вов оказываются благопрятными. Слово 
„резонансъ“ появилось игъ разбмотр®и!я звуковых 
явлешй, но само явлеше гораздо шире, чВыъ узкая 
область звука. Законы поглощешя и излучешя ста 
вклЮчаюгъ въ себф принципт резонанса; „наетройка“ 
премниковъ безпроводнаго телеграфа, сравнитель- 
ная величина зоздЕйстыя иланеть рругь на друга 
при ихь движени, опасность для подвфснаго моета 
при прохождеши войскъь разивреннымь шагомъ, 
‘чрезирныя вибраши корпусовъ пароходовъ велЪд- 
стые толчковъ машины при опредфленной скорости 
хода—все это проявлешя фезонанеа. Совиадеще 
продолжительности перюдовъ колебашй можеть 
произвести устойчивое явленге, когда два колебашя 
существують вифетБ втечене даннаго времени; 
или,—при случайномъ и кратковрененномъ сосуше- 
ствовани, —явлеше прюбрфтаетъ характеръ внезап- 
ности и силы. 

Съ другой стороны упомянутыя выше харан- 
терность и постоянство пергодовтъ колебашй лежать 
въ основф того, что кажется намъ постояннымъ 
отущенемъ. Мы работдемъ часами при постоян- 
вомъ освфтени или слушаенъ тянупийся неизи®н- 
ный по выеотЕ звукъ. Но, если вфрна вся совре- 
менная науна, эта неизмфнность не имфеть соот- 
вфтстын во внфшней природф. Постоянное ощу- 
шене сета получается благодаря паденю ка еЪт- 
чатую оболочку глаза огрожнаго числа перюдиче- 
скахь импульсовъ, цередаваемыхь эфиромъ, и по- 
стоянной высоты звукъ-благодаря подобнымъь же 
колебашянтъ, передаваемымъ воздухожъ. Въ кашу 
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задачу не входить изложеше- здфеь теор сета’ 
или звука. Мы сказали достаточно, чтобы сдфлать 
очевиднымъ то, что однимъ изъ первыхь шаговъ, 
который должна сдфлать математика, если’ она же- 
лаетъ стать дВйствительно пригодной для изучешя 
природы, является умёне ныражать присущую ве- 
шамъ перюдичность. Если эта мысль схвачена, то 
ны можемъ понять всю важность математическихт 
идей, которыя намъ предстоить разсмотр® ть, —имен- 
но идей о перодическихь функшяхъ. 


Глава ЖЖ. 


Тригонометрия. 


Триягонометря не беретъ своего начала изъ об- 
щихь разсужденй о перодичности въ природ. Въ 
этомъ отношеши ея истор ножно сравнить съ ието- 
'`рейконическихь сВченй, которая танже произошла. 
изъ идей совершенно частваго характера. Какъ и ко- 
ничесвя сфчешя, тригононетрёя беретъ свое начало. 
изъ Грещи. ИзобрЁтателеиъ ея является Гинпархъ 
(родился около 180 года до Р. Х.), греческий астро- 
ноиъ, производивиий наблюдевшя на Родосф. Его 
заслуги предъь астронощей очень велики, благодаря 
ему она пробрла истинно-ваучный характеръ. 
Типпархъ своими работами достигь весьма важныхь 
результатовъ и указаль правильные методы для 
развимя науки. Изобрфтеше же имъ тригонометрии 
едва-ли имфетъ ненфе важное значеше, ч$иъ труды 
его въ другихъ науках, которые его болве всего 
заинтересовали. Посл него сильно двинуль вие- 
редъ тригонометрйю Птоломей, велик! Александр й- 
св астрономъ, котораго мы уже упонинали выше. 
Здфсь мы сразу занфчаемъ большую разницу между 
коническини сфчешями итригонохетфей. Появлеше 
тригонометрия было вызвано потребностями практиче* 
скаго характера. Она была изобрфтена, потому что 
была необходима при астрономическихь изслЪдова- 
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вяхь. Коничесыя же сфчешя появились какъ ре- 
зультать совершенно отвлеченныхъ умозаключений. 
Единственная причина ихъ появления --- это отвле- 
ченный интерееъ къ самодовлЬющей идев. Для 
науки о коническихь сфчешаяхь характеряо, что 
она появилась ‘на свВТЬ на 150 лЬть раньше, чЁыъ 
тригонометрия, въ перюдъ наивысшаго распяЁта 
греческой мысли. Однако значене тригонометри— 
канъ для теори, такъ и для примфнен!й ея въ ма- 
тематик® — даеть намъ одинъ изъ безчисленныхь 
принфровъ того, какъ плодотворныя идеи, появив- 
иняея сперва для удовлетворея потребностей 
практическаго характера, могутъ впослВдетыи ока- 
заться полезными для чистой науки. 

Постараемся выяснить, что представляетъ собою 
тригонометрия и почему она должна была появиться 
какъ результать научныхь работъ по аетронощи. 
Раземотримъ прежде веего, камя изыврешя могуть 
быть едфланы астрономоиъ. Какъ извфетно, такими 
измфрешями являются вреня и углы. Аетроновъ 
устанавливаеть телескоть (лучше всего разсматри- 
вать обыкновенный инструментъ сопременныхъастро- 
номовъ) такъ, чтобы онъ могъ вращаться лишь во- 
„кругь опредфленной оси, изправленной съ востока 
на западъ. Тогда телескопь будеть указывать на 
хогь съ большикъ или меньшииъ отклонешемъ оть 
этого направленя, а еели повернуть его выше зе- 
нита, то онъ будетъ указывать на сфверъ. Воть что 
представляеть собою мерищанный кругъ, большой 
приборъ дяя тознаго ивифреншя времени прохожде- 
ия звфздъ. Но на самомь дфиВ этоть инструменть 
косвеннымъ образомъ изхфряетъ углы. Вфдь оти$- 


чая промежутокъ времени, прошедийй нежду двумя 
кульнинащяни звЪздъ, мы получаемъ уголъ, на ко- 
торый земля повернулась въ этоть промежутокъ 
времени, разъ мы считаемъ движеше земли вокруг 
ея осн равномфрнымъ. Съ другой стороны уголъ 
между двумя звВздами можеть быть измфренъ и 
* непоередственно. Дфйствительно, если точка Е пред- 
ставляетъ глазъ наблюдателя, а лини ЕА и ЕВ— 
направлешя, подъ которыми видны звфзды, то весьма 


Фиг. 22. 

легко построить приборъ, который поаволить намъ 
иазмфрить АЕВ. Когда астрономъ чертить карту 
звфзннаго неба, онъ въ действительности измФряеть 
углы и такакъ образомъ опредфляеть. относитель- 
выя направленя звфздь а планеть въ извфетный 
моментъ. То же самое иметь м%сто при межеваня 
земли, гдВ углы являются главнымь предметонъ 
изифренй. Непосредственное изиё реше разстояня 
между двумя точками рфдко удается произвеети съ 
большей или меньшей точностью, такъ какъ этому 
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ифштають р®ки, дома, лЁса, горы и друмя неров- 
`вости. почвы. На практик при землемфрнытъ ра- 
ботахъ карта цфлой области составляется на осно- 
ваши лишь одного или двухъ непосредственныхь 
изибренй длины, производимыхь съ величайшею 
точностью въ 0вобо избранныхъ мфстахъ, какъ, 
напр., Сольебери '). При съемк& плана тлавная ра- 
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бота Заключается въ изиБренм угловЪ. Пусть, на- 
прииёръ, 4, В и С предотавляеть выдающияся 
точки—скажемъ, верхушки церквей-—втъ ивстности, 
планъ которой снимаетёя. Эти точки видимы одна 
еъ другой. Въ такомъ случа въ точк® А очень 
легко изыфрить уголь ВАС, въточкВ В-уголъ АВС 
а въ точкв С—-уголь ВОА. Теоретически разсуждал, 
доетаточио изшёрить только ‘два угла, такъ какъ 
согласно извзстной теоремы геометри сумма трехъ 
угловъ въ треугольник® равняется двумъ прявымт, 
и по двумъ извфотнымь угламъ легко вычислить 
трей. На практак® одяако предпочитаютгь изм$- 


1) Сольсбери--глазвый городъ графства Уальтбшерь- 
иззъетенъ свонми рабпланированиыми улицами в рвсполо- 
желными на разнинь предыфотьзый. Прим. перев. 

` и 
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рять всЪ три угла, чтобы исправить но возможности 
`малзйиця погртности наблюдешя При составлен 
карты какой-нибудь области вся она такимъ . обра- 
‚зомъ покрыта севтью треугольниковъ. Такая система. 
треугольниковъ носить назваше травгулящи и елу- 
жить основой ддя топографической съемки. 

Теперь, когда всВ углы треугольника извфетны, 
намъ извфстенъ видъ треугольнипа — видъ, но не 
разыфры его. ЗдВсь мы приходимъ къ великому 
принцийу геометри подобно фигуръ. Наиъ веыъ 
хорошо иавфстны практичеекя приложена этой идеи. 
ВеБ мы имфежъ предетавлешя о томъ, какъ соета- 
вляются планы по масштабу. Пусть наештабъ вы- 
бранъ такъ, что дюймъ соотаФтетвуеть ярду. Въ 
такомъ случав тра дюйма на планф представляють 
три ярда нъ дВйствительностя. Кром того и внфл- 
я очертаня, изображенныя на план, есотвЪт- 
ствують дйствительности, такъ что пряной уголъ на 
данной поверхности представленъ прямымъ угдомъ 
и ва план. То же самое мы инфемъ въ картБ, 
которая представляетъ планъ области: отношеня 
между отрЪзками на карт соотвфтствуютьъ равстоя- 
`нямъ между указанными пунктами въ дйствитель- 
ности, а направлешя на картБ тождественны съ 
направлешями на землЪ. Кели, напримръ, на карть 
одно вфето находится на сфверо-запалв` отъ дру- 
гого, то такъ оно будеть и ва дфлф. Другими 
словами: углы на кортЪ соотвфтетвують уаковымъ 
въ дфйствительноети. 

Геометрическое подобе можеть быть выражено 
слфлующииъ образомъ: двф фигуры подобны: 1) есла 
‘каждой. точк® одной фигуры соотвфтетвуеть точка 
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на другой, каждой лини на одной—соотвфтствуеть 
лишя на другой и каждому углу на одиой--уголь 
на другой, и 2) если соотвфтетвенныя дин иропор- 
цюнальны другь другу по длин, а соотв®тетвен- 
ные углы равны. Опредфленное отношеше хежду 
длиной соотыЪтетвующихь линйй на карт (ила 
планф) и въ дфйствительности называется маснта- 
бомъ карты, Масштабъ всегда указывается на по- 
дяхь каждой карты или плана. Мы уже отифтили, 
что два треугольника подобны, когда ихъ воотвфт- 
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ственные углы равны. Еели въ треугольникахъ АВС 
и ЛРЕР уголь А равенъ углу Р, уголь В—углу №, 
а уголь О—углу А, то ОО такъ относится къ АВ, 
какъ ЕЁ кь ВС и какъ ВЕ къ СА. Что касается 
другихь фигуръ, не треугольниковъ, тб одно равен- 
ство угловъ не указываеть еще на подобе ихъ. 
Возьмемъ, напримВръ, простой случай прямоуголь- 
ника и квадрата. Пусть АВСР предстэвляеть квад- 
рать, а АВСЕпряноугольнакъ. Въ обфигь фигу- 
рахъ ве соотвфтствуюнце углы ‘равны, но въ то 
вреия, какъ сторона АВ квадрата равняетсн сто’ 
ронв' АВ прямоугольника, сторона ВС квадрата рав- — 
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няется приблизительно лишь половин® соотвфтетвую- 

` щей стороны прямоугольника ВЕ. Отсюда сл®дуетъ, 
ято квадрать АВОР не подобенъ прямоугольнику 
АВЕЕ. Это исключительное свойство треугольни- 
ковъ; которымъ не обладают» ве остальныя пряно- 
линейныя фигуры; дЪлаеть изъ основныма фагу- 
рами ‘въ теори подо@я. Поэтоку трангулящя 
является основашемъ для топографической съеини 
местности. 


А 2 р 


8 с - Е 
Фиг. 25. 


Слово „тригонометрия“ произошло изъ двухъ гре- 
ческихъ словъ: хреуеу (тригононъ)-—треугольникъ 
и рЕтрёю (метрео)—-изыфряю; основвымъ вопросомъ, 
который далъ толчокъ разватно тригонометруи. былъ 

. елфлуюнуй: еели дана величина угловЪ въ треуголь- 
нихЪ, что ножно сказать обЪ относительной величин 
сторонъ? Слфдуетъ обратить внимаше, что мы го- 
воримъ, объ „относительныхъ величинахт сто- 
ронъ“, такъ какъ по твори подойя. мы можем 

; звать лишь отношешя между сторонами. Чтобы 
отвтить на этотъ. вопросъ, были введены нъкото- 
рыя функщи отъ величины угла, который разсивтри- 
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внется какъ аргужентъ. Вначал® эти функции, были 
введены при изучен!в ирямоугольнаго треугольника, 
` а вёличиня. угла опредфлялась длиной сгягивающей 
вго дуги (чаети круга). Въ новъйшихь элементар- 
выхь учебникахь основное положеше дуги круга, 
какъ  функщи, опредёляющей величину угла, ото- 
двинуто на задн планъ, безъ всякой пользы дяя 


в 


^ 


Фаг. 26. 


теор или для ясности изложешя. Прежде всего 
необходимо отифтить, что вь отношени подобя 
кругъ занимаеть ‘среди криволинейвыхь фигуръ 
такое же положене, какое треугольникъ занимаеть 
среди прямолинейныхь. ВсЁ круги подобны и от- 
личаются лишь но величинЁ. Окружности двухъ 
круговъ, какъ напринфрь АРА’ и А.Р. Ау, по дли- 
$ пропорцюнальны величин® соотьфтствующихь 
радусовъ. Кроиф того, если два круга ныфютъ тотъЪ 
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эко самый центръ О, какь напримфръ на фиг. 26, 


`. то дуги АР и-А,Р,,. отефкаемыя обЪими сторонами 


зтяа АОР, пропорщональны своимъ радтусамъ. Олф- 
довательно, отношеше двивы дуги АР къ ращусу 
ОР, т. е. дуга 4 представляеть собой чиело, 


радусь ОР’ 
вовершенно независящее оть длины ОР, и рав- 
дуга А.Р: . _ 
няетея дроби радусь ОР!" Эта дробь: „дуга, разв 


ленная на ращуеъ“, даетъ намъ чисто теоретиче- 
с®й способъ измфрешя величины угла, потому что 
она зависить не оть произвольно выбранной еди- 
вицы длины и не оть произвольно выбраннаго спо- 
соба двлешя каного-нибудь угла, принятаго за еди- 
нику, какъ наприхфръ прямого угла. 


т вь АР 
‘акижь образомъ дробь д прадставляеть вели- 


чину.угла АОР. Проведемъ лишю РМ, перпенди- 
кулярную къ ОА, Эту линю РМ гречесще мате- 
натики назвали синусомъ дуги АР, а линю ОМ 
косинусомъ ея. Они очень хороню понимали, что 
значеще отношенй между этими равнообразными 
лиШями основывается на теори подоби, ноторую 
мы тольно-чго излагали выше. Но въ саойхъ опре- 
дфлешяхь они не выразили вефхъ аттрибутовъ, ко- 
торые вытенали изъ ихь теорш. У вихъ не было 
также современнаго общего прелетавлетя о функ- 
ци, какъ о пар перемфнныхь величинъ, связан- 
ныхъ другъ съ другомъ извфстнымъ еоотношенемъ, 
не знали они и современныхь конценщ алгебры. 
и алгебраическаго анализа. Вполнё естественно 
поэтому; что они задумывались лишь надъ отноше- 
немъ между опредфленными лишями на чертежф. 


а 


Для васъ. дёло обетоить совершенно иначе: мы 
стремимся въ чертеж воплотить наши болфе глу- 
бощи и обиця идеи. . 

Такиыъ образомъ въ современной математик® 


вифето дуги АР раэсматриваютъ дробь а, которая` 


всегда остается неизмФнной, какова бы ни была 
длина радтуса ОР, в выбсто линй РМ и ОМ мы 


РМ. ом 
всегда разсматриваемъ дроби при ор, КоТорыя 


опять-таки представляютъ собой величины, не за- 
висяпия оть длины радуса ОР, т.е. отъ масизтаба 


РМ 
нашего чертежа. опред дб ОР КаКЪ ви 
нустъ величины =, & дробь ОИ кань косинуеъ 


величины 5. Такъ накъ подобныя дробныя числа 
трудно набирать при печаташи, то мы впредь бу- 
демь обозначать дробь а представляющую вели-’ 
зину угла АОР черезъ , дробь РМ черевъ ха 


ОМ черезъ 2. Въ такомъ случа и, сию являются 


числами, при тоиъ-—разъ мы говоримь о любой 
величин угла АОР- перемфнными числами. Между 
ними еуществуеть опредфленное соотношеше, такъ 
что величиной # (т. е. угла АОР) вполн® опредв- 
ляются значеня % и зо. СлВдокательно, ви г явля- 
ются функщями аргумента м. 

Выше мы назвали  синусомъ #, аш коси- 
нусомъ и. Цоетараемся примвВнить общепринятое 
обозначеще фувкшй у=/(а) въ этижъ частнымъ 
случаямъ. Въ современной. математнкв пишуть хл 
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вифето „Й“, когла хотять обозначить функцно „ей- 
нусъ*, И „с08“--для обозначешя функщи „косинусъ“. 
Тавииъ образомЪъ, принимая указанныя выше обо- 
значешя для ч, ® и‘40, ны получаемъ: о=23йги и 
9 =00$ и. > - 

*Въ этихь выражешяхь мы опускаемъ екобки, 
обычно” ставящяся съ обфихь сторонъ х при вы- 
ражешяхь функши /(^}. Значеню этихь фунюий 


58 и 208, выражающихь соотнотене между парами 
чисель и и в, а также ии м, заключается въ томъ, 
что ‘функщональная зависимость ножетъ быть най- 
дена построешемъ угла ДОР (ер. фиг. 26), единина 
измвреня котораго „АР, дёленное на ОР“ рав- 
няетея в; тогда ® опредфляется лань „РМ, дёлен- 
ное на ОР“ и «—какь „ОМ, двленное на ОР“.. 
Очевидно, что. намъ необхслииы дальнЪйния объ- 
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яснешя, иначе мы ножёмь’ ветртить затрудвене, 
взявъ за в слишконмъ большое число; : . . 

ВЁдЬ тогда луга МР можеть оказаться болыше`. 
четверти окружности, и точка М’‘попадётъ (ср. фи- 
гуры 26 и 27) между О и `А\ ‘а не между О. нА. 
Точка Р также ножетъ дежать ниже лныш АО’, 
& не вышв ея, какъ показано на фиг. 26. Чтобы 
обойти эти затруднешя, мы обратиисЯ къ вдеяыЪ и 
методамъ аналитической геометри и съ ижъ йо- 
мощью завершимъ наши опредфлевя синуса и. ко- 
сивуса. Пуеть одна сторона угла’ ОА будеть осью 
ОХ; продолжимъ ее въ противоположномъ иаправле- 
ни, чтобы получить отрицательную часть ОХ’. 

Проведемь далёе другую ось РОР’, перпенди- 
хулярвую къ предыдущей. Пусть какая-нибудь точка 
Р, находящаяся на равстояьи х оть О, ижфетъ 
координаты 2 и у. 0бЪ эти координаты будуть по- 
ложительны въ первомь квадрантВ (четверти ок- 
ружности чертежа), какъ напримфръ координаты х 
и у точки Р на фиг. 27. Въ остельныхь квадран- 
тахъ одна или об координаты являются -отриця- 
тельными, какъ нанр.: х и у для точки Р’, хиу’ 
для Р ихиу’ для Р”’ на рис. 97, тд хиУу 
предетавляютъ. отрицательныя числи. Положитель- 
ный уголь РОЛ выражаетея дугой АР, двлен- 
ной ка г, синусъ его разенъ 2, а косивуеъ-= 5. По- 
ложительный уголь МОЁ’ выражается дугой АВР, 

== = 

д®ленной на г, синусь его-„, косинусъ 5. Поло- 
жительный уголь АОЁ” выражается дугой АВАР”. 


‘двленной на 7; синусъ его-= ‚а ковинусь *,. По. 
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” понительный уголь ДОР” выражается дугой АВ 


А’В’Р”, дёленной на”, винусъ его равен ^, а 


> 


Носинуеъ ого >. 


Однако этого еще недостаточно. Предположимт,” 
что прокавольно выбранное нами число # больше 
отнонен:я цфлой длины окружности къ ея радгусу. 
Вехвдетые подобя вофхъ круговъ отношене это 
для вефхь круговъ одно и то же. Въ математик 
оно всегда обозначается символомъ 2 т, ГДЁ п 


. представляеть собою грачеекую букву Я и назы- 
` ваетея по-греческя „пи“. Можно доказать, что я 


‚является несоизи8римымъ числомъ и что значеще 


`-его не можеть быть выражено ни простою дробью, 


ни какою-либо десятичной конечной или перюди- 
ческой дробью. Значеше л приблизительно можеть 
быть выражено десятичной дробью 314159; для 
мносикъ цфдей = можио съ достаточною точностью 


2 . 
считать равнымъ т. Математики легко могуть вы- 


чиелить = съ любою степенью точности, такъ же 
какъ ножно вычиелить У2. ДЪйствительно, значе- 
Ше * было вайдено съ точноетью до 707-го деся- 
тичнаго знака. Такая точность при вычислеши = 
предетавляеть ‘интересъь лишь какъ курьезъ и не 
иифеть никакого практичеекаго или теоретическаго 
зваченя. Точное вычислене т является одлою изъ 
половикъ извфетной промблемы о квадратур$ круга. 
Вторая половина проблемы заключаетея въ томъ, 
чтобы при помощи теоретических методовъ одной 
лишь геометрия начертить прямую линю, по длин 
равную. окружности, Теперь извЪФетно, что об чаети 
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проблемы  еразрфшимы, и эта задача потеряда вея- 
к практичесвй или теоретическйй интересъ, рас- 
творивияеь въ идеяхъ боле “общаго характера. 
Посл этого откловеня въ сторону шо новоду 
значешя п мы теперь. вернемся къ вопросу объ 
обобщен. даныаго выше’ опредфлешя’ величины 
угла, ‘такъ, чтобы мы были въ состоящи построить 
уголь, соотьфтствующий любому значению и. Пред- 
ставимъ себВ точку @, которая движется по окруж- 
ности круга, начиная отъ А ва оси ОХ (ем. фаг. 27), 
въ положительномъ направлены (на нашемъ ри- 
сунк8—противъ движен!я часовой стрфлки} и, со- 
вершивъ текой путь’ нФсколько разъ, остановитея 
въ какомъ набудь ифстВ, напр.: Р или Р’или Р” 
или Р”". Тогда полная длина пройденнаго точкой 
криволинейнаго пути, раздёленная на ращусъ 
круга г. предетевияеть собой обобщенное опредф- 
леше положительнаго угла любой величины. Пусть 
х, у являются координатами точки, на которой 
остановится точка @ ори своемь движени, занн- 
мая одно изъ четырехъ положен, изображенных 


на. фиг. 27; тогда координаты х и у будуть выра- 


жены или черезъь х и у или черезъ х’и у, иди 
черезь хи’, или ваковець черегь хи у’. Въ 
такомь едучаВ синусъ этого обобщеннаго угла рав- 


няется 2, а косинуеъ его == 7. Такижь образомъ 
функщональныя зависимости; и м и = с08 в 
— опредфлевы дяя вофхъ положительныхь значе- 
вый и. Для отрицательныхь значенйй м ны просто 
принииземъ, что точиз @ врашдетея въ противо- 
положномъ  направлеши (по движеню часовой 
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стрёлки). Но дольше. останавливаться на этомъ во- 
`проеВ не стоить, разъ мы выяенили обоцй методь 
ДВИстыЯя. - 
Функцм синуса и косинуез, какъ мы ихъ здфеь 
опредфлияи, даютъ намъ возможность рёшать аа- 
дачи о треугольникахъ, отъ .которыхь тригономе- 
трая _беретъ свое. вачало. Но мы телерь имЪемъ воз- 
можность связать тригонометрно съ бодзе широкой 
вдеей о перюдичности, анзчеще которой было из- 
ложено въ предыдущей главф. Легко можно уб%- 
диться, что фувкщи 810 % и 60$ и являются нерюди- 
ческини-функщями отЪ и. Раземотримъ положеше Р 
(фиг. 27) движущейся точки @, которая начинаеть 
свое движеше отъ А и движется по окружиоети. 
ложене Ро. соотвВтствуеть  угламъ: о АР 1), 


З®- агс АЕ, ее А в рые АР 


ит к 


до безконечноети. Отеюда легко можно придти въ 
заключению, что если # инфеть ‘какое-нибудь опре-' 
двленное значеше, то и веф аргументы: и, 2*-[ы, 
4и- и, 6®-|- м, Вп-р м ит. д. до безнонечности— 
имЪфють соотвётетвенно . одинаковыя значея для 
синусовъ и косинусовъ. Другими словами: 5ш ч— 

эт (2=-- и) == (ап-- и) вв (в п-Ри)==ит.д., 
608 # = 603 (2=-|- и) = 60$ (4т-- м) 05 (6 п |- 
и т. д. Это выражается положешемъ, что Ш ии 
205 и являются перюдическими функшями, перюдьъ 
которыхъ равенъ 2 п. 


1) Въ ивтематикЪ привято вместо слова „дуга“ писать 
снмволъ „агс”, который хвляется сокращеннымь словомъ 
„втоия“ ду. Прим. перев. 
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„’ Графическое изображене („графикъ“) фувкши 
У = 81 4 (отифтимт, что © и м мы замвняемъ боле 
обычными обовначеями у’-омъ и х’омъ) дано на 
фиг. 28. На оси х мы откладываемъ произвольную 
длину, представлякиную число п, & на оси у—про- 
извольную длину для обозначеня единицы (числен- 
ное значеше синуса в косинуса никогда не можеть 


Фаг. 28. 


быть болыне единицы). На чертеж видно, что одна 
и та же фигура повторяется перюдичееки съ изиЪ- 
ненемъ аргужента на Эт. Это графическое изобра- 
жене представляеть простёйнй титъ верюдиче- 
ской фуницы, изъ которой составлены ве осталь- 
ныя. Косинусъ въ этожь отношени почти иичфиъ 
ве отличается. оть сануса, ибо легко можно дока- 


. т 
зать, что 605 х=8т (--- =) Слёдовательно, гра- 


фаческое изображеше с03. х будетъ то же, что на 
фиг. 28, съ тою лишь разницей, что ось 0! нужно 
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провести черезъ ту точку на оси ОХ, которая со- 
отевтствуеть =, а не нулю. 


Легко составить „синусондальную“ ‘функцию, 
въ которой перюдь будеть имфть любое значеше 4. 
Мы должны только написать: 


а тогда: 

шт 21а) т Ё я | 22} в ИЯ, т. е. 
в а [2 “ 

эта новая функщшя дфйствительно имфеть’ пе- 

рюдъ а. 

Далимъ теперь общее опредфлене того, что ны 
ьялодразумВваемь подъ перюдичеекой функшей. 
Функшя /(х} является перодической съ перю- 
домъ я: 1) есль лля любого значещн х мы им- 
емъ } (2) =/ («4 а) и 3) если нфть числа В, кото- 
рое было бы меныне а и отличалось бы тёмъ евой- 
ствомъ, что для любого значешя х {(х)= 
=/@--5. 

Второе услове введено въ опредФлене. по слЪ- 
дующей причин®: когда мы имфемъ функцию 


‚ В ЩЕ : 
зщ а’ перюдомъ для нея оказывается не только а, 
но и 29, Заит. д, ибо, какъ это очевидио: 
(и за ра кх 7 21 
т ‹ + (5 | в=) т —— 


Такимъ образомъ, перзодомъ функц1и на- 
зывается наименьш:й перодъ, который мы но- 
жемъ взять, 
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Значительная. засть всей отвлеченной тоорш о 
перюдичеекихь функщяхь и всф приложеня этой 
теорш ‘къ естественнымь наукаиъ основаны на 
очень важной теорем, такъ называемой теоремв 
Фурье, которая гласить слфдующее: есяи /(+) 
предетавляеть ‘собою перодическую функцию съ 
перюдомь а и при этомъ удовлетворяеть опре- 
дфленнымъ усломямъ, которыя на практникВ всегда 
предполагаются ‘въ функшяхъ, изображающих 
явлешя природы, то /(х) ‘можеть быть написана 
въ видё суммы ряда членовъ, а именно: 


Са эп а) + зщ (нь) + 
ат бы) ит.д 


Въ этой формулВ С» с,, с, с; в т. д, а также 
61, в» в; и т. д. являются постоянвыни величинами 
и выбираются такимъ образомъ, чтобы удовлетворя- 
лиеь частныя значешя функши. Теперь возникаетъ 
вопросъ: сколько же членовъ надо взять? И ‘воть 
здЪсь является ‘новое затруднеше: можно доказать, 
ято хотя въ частныхь случаяхь достаточно опре- 
дьленваго числа членовъ, однако въ общемъ намъ 
необходимо взять ихь какъ можно больше, чтобы 
по возможности ближе подойти къ истинному зна- 
ченю фунющи. Этоть процессъ постепеннаго при- 
бяиженя ‘ведеть васъ къ изучению теор безко- 
нечныхь рядовъ, очень важнаго отд®ла иатематяки, 
который мы разсиотримъ въ слфдующей глав. 

Описанный выше способъ выражешя перюдиче- 
ской функши въ вид сувмы еннусовъ называется 
„тармоническимъ анализонъ“ фуниши. Напримфръ, 
на везкой тозкВ мореного берага перолически бы- 
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вають приливы ‘и отливы. Близъ Па-це-Кале еже- 
дневно бываютт два, прилива и‘отлива, вызываеныхъ 
‚вращешемъ земли вокругь своей оси. Явлешя при- 
лива и отлива постоянно усложняются здёсь суще- 
ствовашемъ двухь суточныхь течевй; изъ которыхъ 
одно ‚идеть изь Ла-Манша, а другое—омываетъ 
ефверъ Шотланди и направляется къ югу черевъ 
Сфверное море. Кронф того одни приливы часто 
бывають выше другихъ; это зависить отъ вращеня 
земли вокругь солнца, которое также оказывает 
вЪуоторое вмяв!е на приливы. Такимъ образомъ 
здесь, кромф полусуточнаго, вводятся месячные и- 
друге перюды. Мы еще не принямаемъ во внияа- 
зе случайныхь влянш вЪфтра, которыя трудно 
учесть. Общая задача гармоинческаго анализа при- 
ливовъ и отливовь заключается въ составления 
ряда членовъ, подобно выраженю, приведенному 
на стр. 175, такъ, чтобы каждый рядъ далъ съ при- 
близительной точностью рёшене вопроса о втянш, 
оказываеномь любымшь факторомъ („перюдонъ“) 
на высоту приивва и отлива въ какой нибудь но- 
менть. Аргументь х будеть представлять время, 
отечитываемое съ какого-нибудь условнаго момента. 

Колебатя скриначной струны могутъ быть 
разобраны иодобнымъ же гармоническимъ акали- 
зомъ, такъ же, какъ и колебательныя движейя 
эфкра и воздуха, соотвётетвующя свфтовымъ и 
звуковымъ волнамъ. Здфсь иы подошли къ одному 
ИБЪ ОСНОВНЫХЪ ОТЯФЛОВЪ ‘матенатической физики, 
а именно къ общему методу изученя важиЪйшаго 
фактора въ природф--пер{одичности. 


Глава ХГУ. 


Ряды. 


Ни одинъ изъ отдфловь математики не етра- 
даеть такъ оть ходячихь представлен, которыя 
прививаются начинающимъ, чфмъ ‘великая теоря 
рядовъ. Обыкновенно разсматриваются два про- 
стыхь примфра рядовъ-ариеметическая и геоме- 
зрическая прогрессом. Но эти приифры имфють 
большое значеше, такъ какъ они являются про“ 
стьйшими представителями весьма важной общей 
теорш. Однако заключающаяся въ нихъ общая идея 
инкогда не вскрывается начинающуинт, и эти при- 
э'Вры, ничего не говоряще ихъ уму и еерлцу, за- 
учиваются ими, какъ ходячя никому не нужныя 
метины. 

Общая математическая ядея рядовъ заключается 
въ томъ, что группа предиетовъ расположена въ 
какомъ-кибудь порядкЪ, или послфдовательности. 
Въ обыденной жизни этотъ матемэтическ терминъ 
употребляется именно въ такомъ смыслЪ. Возьменъ, 
напримръ, рядъ англйскихь премьеръ-министровъ 
девятнадцатаго столЬия, расположенныхь въ по- 
рядьВ ихъ первёго ветуплешя на эту’ должность. 
Этотъ рядъ начинается Вальямомъ Питтонъ и кон- 
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чается лордомъ Розбери, который кстати является 
бюграфомъ перваго члена. Мы могли бы располо- 
жить преньеръ-министровъь въ другомъ порядкф, 
напримёръ, сообразно ихъ росту или вфеу. Одвако 
примфнять такой критерй по отношено мини- 
стровъ кажется глупымъ и никогда ве придеть 
намъ въ голову, хотя въ принципи этотъ признакъ 
для расположены въ рядъ такь же хорошъ, какъ 
и друге. Когда одинъ рядъ членовъ болфе еетестве- 
ненъ и имфеть большее значеше, чфмъ друше, то 
иненно о немъ и говорять, какь о ряд чле- 
новЪ. Такъ, когда говорять о рядф дв лыхЪъ 
чисел, то всегда подразумваютъ, что они рас- 
положены въ порядк ихъ возраставшя, хотя имфется 
безконечное количество елособовъ расположеня 
ихъ въ рядъ. 

Если мы имфемъ конечное количество предме- 
товъ, то число способов, по которымъ ихъ можно 
расположить въ рядъ, называется числомъ переста- 
новокъ. Число перестановокъ для группы изъ ® 
членовъ, гдЪ » является конечвымъ пфлымъ зи- 
сломъ, равияетея: 
оХи—1Жи—2) Х@—з)х.. ХАЖаЖХЬь 
то есть произведеше первыхъ я цфлыхь чиселъ. 
Это произведеше имфеть въ математяк® такое 
больное значене, что для него создали особое сим- 
волическое обозначеще, а именно: „и!“ Такъ,напр.: 

91=2.Ж1=2;81=8 ЖаЖа 4Ж3Ж2хХ 
=5Ж4ЖЗЖаХ Ь=: 120. Съ уве- 

личешенъ и значеше »! возрастаеть очень быстро. 

Такъ, 100! во сто разъ больше 99! 

Легко убфдаться на тёхъ примбрахъ, гб зна- 
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чене ® мало, что я! представляеть собою число 
возможныхъ епособовъ расположешя ® предиетовъ 
въ рядъ. 

Разсмотринъ два предмета а и 5; ихъ возможно 
расположить двоякимъ способомъ аб и фа, почему 
21 =2. 

Возьмемъ далфе три предмета а, $ и с; здЪеь 
возможны 6 способовъ расположен! я: абс, веб, бае, 
фса, саб и ва, т. е. 3! =6., Для четырехь предме- 
товъ а, $; 6 и @ мы найдем 24 способа располо- 
жешя въ рядь ит. д. 

Когда ны переходимъь къ безконечному ряду 
зленовъ—какъ напринръ ряду веёхъ цёлыхъ чи- 
сель; иди всЪхь дробныхь или всфхъ положитель- 
ныхъ вещественныхь чиселъ-—то теоря перестано- 
вокъ въ ряды еразу же усложняется. Этого во- 
проса мы коснулись въ глам$ УТ при разснотрЕни 
возможныхь рядовъ цфлыхь Чисель, дробей и ве- 
щественныхь чиселъ. Вся теоря рядовъ «оета- 
вляеть сравнительно новую вфтвь математикя и 
имфеть больное зназеше. Мы не буденъ | На этомъ 
здесь долыле останавливаться. 

Веф безконечные ряды, ноторые мы теперь рас- 
сматриваемъ, того же. типа, что и рядь ифлыхъ 
чиселъ, расположенвыхь въ порядн8 ихъ возраста- 
я, а именно; сперва идетъ. какой-нибудь первый 
зленъ, слВлующе же таковы, что каждый изъ них 
имфеть пару членовъ, расположенныхь рядомъ по 
068.стороны оть него со смежными значешями, за 
исключещемъ перваго члена, который не иметь 
сосЪда но дЪвую сторону. Такъ, если ## является 
квкииъ-нибудь цфлымъ числомъ (не равнымъ ную}, 
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то долженъ имфться и ж-ый членъ. (Рядъ съ ко- 
нечнымъ числомъ членовъ (скажем: я) имфетъ, 
поскольку ДЛО касается смежных членовъ, т же 
свойства, что и безконечный рядъ. Отъ. безконеч- 
наго ряда онъ отличается лишь тБыъ, что у него 
имфется послфднйй членъ, а именно: #-ый. 

Въ рядф чисель слово „рядъ“ мы далфе бу- 
денъ употреблять въ тон узкомъ смыслВ, о кото- 
ромъ только что упоминали выше-—насъ болфе 
всего интересуеть возможность послёдовательно 
складывать всф его члены. в 

Пусть и, и», в. ий... соотвётственно предста- 
вляютъ. 1-й, 2-й, 3-й, 4-й... э-ный членъ ряда чи- 
селъ. Мы можемъ послфдовательно составить ‘ряды: 
мы м, мы м иь Ниш шит. д. 
Тогда сумма первыхъ я членовъ можеть быть на- 
писана такимь образомъ: 

ша. я. 

Когда рядъ состоить изъ конечнаго числа чле- 
новъ, мы подъ конець получаенъ такимъ путенъ 
суину всего ряда. Но еели рядъ иметь. безконеч- 
ное чиело члеповъ, то этоть пропессъ посхёдова- 
тельнаго вызислешя сумжъ невозможно довести до 
конца, п съ этой точки зрёШя сумыа безконечнаго 
ряда не существуетъ. 

Почему же намъ важно такимъ путемъ поелдо- 
вательно складывать члены ряда? Отьфть заклю- 
чается въ томъ, что мы здфсь символически вво- 
димъ осноиной умственный процессъ приближеня. 
Значеше этого процесса простирается далеко за 
пред®лы чистой натенатики. Умственныя назпи епо- 
собности отраинчены и мы ие въ. состояи сразу 
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усвоить сложныя явлешя. поэтому нашъ епособъ 
анализа основанъ на приближены. Политичеенй 
ораторъ, составляя свою рЪчь, на первый планъ 
выдвигаеть основныя мысли, а подробности изла- 
гаетъ въ необходимой послфдовательности. Проти- 
воположный искусный ораторскй премъ состойтъ 
въ томъ, чтобы постепенно дфйствовать на вообра- 
жеке слушателей послЁдовательнымь изложешемъ 
деталей, а затБыъ уже сдфлать общий выводъ. Въ 
обоихъ слузаяхь пропеесъ заключается въ поете- 
певномъ складываши впечатлВнй. То же самое ны 
пифемъ при послфдовательномъ складыванйи членовъ 
ряла. Нашь обычный способъ счислешя предста- 
аляеть также процессъ постепеннаго складыва- 
я, по крайней иЪрф когда вы имфемъ дфло съ 
большими числами. Такъ, наприыёръ, 568.213 мы 
представляемъ себф въ слфдующемь видв: 
500.000 -{-60.000-{-8.000-| 200-10 4-3. 

Въ случаБ деелтичныхъ дробей это еще боле 

замфтно. Такъ, напр., 8,14159 равняется: 


д, & Е 5 9 
в-Наб-- в-- е-Р зоо коз 
. 1 } 4 1 

Заъсь, выражешя 3, Зо ЗН т’ ЗРК 
; 4 Е 1,4 1 5 
ооо 1 З-- в Ро -Нбб то являются 
послфдовательными приближеями къ точиому зиа- 
ченю 3,14159. Если бы мы читали чиело 568.218 
ваобороть еправа налфво, начиная съ 3 единицъ, 
то мы слфдовали бы искусному ораторекому пр1ему 
поетепеннаго подготовлешя слушателя въ наиболфе 


важному эффекту 560.000. 
Обыкновенное дёйстве уиножевя чисель ‘про- 
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изводмтея также поередствомъ суммирования чле- 
новъ ряда. Напринфръ: 


342 
х658 
2736 
о тю 
2052 


225086 

Здвсь 8 строки, которыя мы екладываемъ, обра- 
зують рядъ, въ которомъ первый членъ—верхняя 
строка. Этоть рядъ составленъ по искусному преему, 
при ноторомъ самый важный членъ ставится въ 
конець. Однако дфлается это не изъ художествен- 
ныхъ побужленй, в изъ соображенй удобетва; при 
счетв мы исходинъ отъ класса единица. и можем 
не писать нулей, которые формально были бы не- 
обходимы для обозначешя ряда десятаовъ, сотенъ 
ит. д. 

Но вернемся въ безконечнымь рядамъ. Когда 
мы постепенно складываемь поснфдовательные 
члены, къ чему мы приближаемся? Затруднеше со- 
стоить БЪ томъ, что рялъ не ‘инфеть „суммы“ въ 
строгомъ смысл этого сяова, такъ какъ онеращя 
прибавлевя членовъ никогла не можеть быть за- 
кончена. Отвфть заключаетси въ томъ, что мы при- 
ближаежоя къ предфлу ряда. Ностараемея вы- 
яснить, что предетавляетъ собою „предёлъ“ ряда. 

Сунмироваше чаеновъ ряда приближается къ 
предфлу тогда, когда сумма опредфленнаго числа, 
его чаеновъпредполагая, что оно достаточно ве- 
лико— приближается къ какому-иибудь предфлр съ 
любою точностью. Однако это опредфлевше смысла 


— 183— 


‘приближен!я въ предфлу не въ состоявм впольЁ 
удовлетворить современвыхъ математиковъ, Двй- 
ствительно, что стёдуетъ подразумвать подъ сло- 
вами; достаточно большимъ, или: прибли- 
жаться съ любою точностью. Эти неяеныя 
выражешя должны быть объясаены простыми от- 
влеченвыми понатямя, кая только и допустимы 
въ чистой математакф. 

Пусть послВдовательные члены ряда будуть и» 
из из И. ий и т. д. такъ что из будеть я-ый 
членъ ряда. ЗатЬмъ пуеть зя будетъ сумма первыхъ, 
» членовъ ряда, каково бы ни было вначене я, 


; их ва Риз и и =, 
и т, 

Члены $1, 8у, 5... За... составляютъ новый рядъ, про- 
цессъ образовашя котораго одиовременно являетея 
процесеомъ сункироватя первоначальнаго ряда. Въ 
такомъ случа „приближене“ сунмировашя началь- 
наго ряда „къ предфлу“ озявчаеть „приближене 
членовъ новаго производнаго ряда къ предфлу“, 
и вамъ остается лишь объяснить, что мы подразу- 
иЪваемъ подъ приближешемъ къ предЪфлу членовъ 
ряда. 

Вепомнивъ данное въ главё ХИ опредфлеше 
степени вриближен!я, можно сказать, что 
идея предфла заключается къслфдующемъ: / является 
предёломъ ряда членовъ 8, 5», 83. Зи.., воли каж” 
Дому веществеиному члену #, взятому за ыру при- 
ближеня, соотв тетвуеть члемъ ряда бо, отличаю- 
пуйся тёмъ, что веб послёдувище члены ряда 
(т.е. бы, 6--: и т. д) приближаются къ {съ 


м - 


: р этой бтененью приближеня. Если мы выберекъ 
другое число №, меньшее, чить #, то членъ зп мо-. 
жеть оказаться слишкомъ малым и можно будетъ 
найти другой членъ зш, дальше стоящий въ ряду и 
обладающий указанвыми свойствами. 

Когла это евойство имфетея, то, двигаяеь вдоль 
Ряда 81, 5», 8#-. 80.. слфва направо, мы очевидно 
черезъ нФкоторое время должны придти къ значе: 
ыямъ, которыя. вс отличаются оть { нельше, чБне 
на любое сколь угодно малое число. Другими ело- 
нами, мы приближаемся къ { съ любой точностью. 
Здьсь непосредственно обнаруживается связь между 
опредфлешемъ предла ряда’ и опредфлешемъ не- 
прерывзной. функи, даннымъ въ главв ХЕ 

Вернемся къ первоначальному ряду и, Из, и». 
ив. „Сумма безконечнаго числа. членовъ“. первона- 
чальнаго ряда называется предфлъ членовъ новаго 
ряда #,,.8», $:, 2п.. Но очевидно, что слово „сумма“ 
употреблено здЪеь съ большой натяжкой, и мы не 
должны придавать этому термину того же значеня, 
какое онъ имфетъ при конечномъ яиелВ зленовъ, 
безъ особаго изелВдовашя для кеждаго частнаго 
случая, . 

Разсмотримъ для примфра какую-нибудь „сумму 
безконечнаго числа членовъ“. Возьмемъ перюдиче- 
скую десятичную дробь (0,1111... Эта дробь пред- 
ставляетъ собою не что иное, какь сииводическое 
изображеще „суммы безконечнаго числа членовъ“ 
ряда 0,1: 0,01; 0,001; 0,0001 и т. д. Соотвётетвенно 
при суммировани мы получаенъ слдующуй рядъ: 
9. =04; 8,=0,11; 83—0,111; 5, =01И1 и т. д. 


1 
Предфль членовъ этого ряда равняется у» ВЪ ченъ 
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- Яегко можно убфдиться при помощи простого дф- 
лешя. ДЪйствительно: 


1 1 1 1 
Уд в, Нд = 0,111 Руюу и т. д. 


Слфдовательно, если # (см. данное выше опредёле- 
не) дано равнымъ р то 0,1 и ве послВдуюнще 


1 
члены отличаются оте-у нё величину мевьшую, 


1 й 
чфмъ 1/1; еели # дано равнымъ гу» то ОЛ11 и всЬ 
посяфдующе члёны отличаются оть 1 яа величину 

т : . 
меньшую, чфмЪъ уои т. д. какое зивчене мы ни 


дали #. 

Несомнфнно, что все изложенное выше не даетъ 
намъ никакого предетавлешя о томъ, какъ можно 
найти „сумму безконечнаго числа членовъ“ какого- 
нибудь рнда. Мы только указали условя, которыиъ 
такое число должно удовлетворять. Дфйствительно, 
обяый для вофхь возможных случаевъ методъ на- 
хождейя суимы безковечиаго чнела членовъ ряда 
апрюри невозможенъ по той простой причин, что 
„сумма“ ряда въ томъ смыслЪ, въ какомъ мы эдВсь 
употребили этотъ тернинъ, не всегда существуетъ. 
Ряды, которые инфютъ сумму для безконечнаго 
чнела членовъ, называютея сходящимися, а тв, 
которые ея не ижфютъ, называются расходящи- 
мися. . 

Простымъ прикфромъ расходящагоея ряда мо- 
жетьъ служить рядъ-—1, 2, 3... я... т, е. радъ ц- 
лыхъ чиселъ, расположенныхь въ порядк® ихъ вов- 
расташя. ДЪйствительно, какое число { мы бы ии 
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попробовали принять за сумму безконечно большого, 
числа членовъ ряда и какую степень точиости # мы 
бы ни выбрали, мы всегда можемъ взять больлее 
число членовъ, такъ что сумма ихъ будеть отли- 
чаться оть { на величину, большую, чёмъ #. Дру- 
тимъ примфромъ расходящагося ряда можеть слу- 
жить слВдующий: 11,1 ит. д., т. е. рядъ, въ кото- 
ромъ наждый членъ равенъ 1. ЗдФеь сумма м чле- 
новъ равняется я, и эта сумна растеть безире- 
дъльно по иЪр® козраставя я. Еще одинъ примёръ 
расхолящагося ряда представляеть собою рядъ: 
1,/—11,—11;—1.. ит, д, въ которомъ члены по- 
перемнно равны то-|-1, то—1, Сумма нечезтнаго 
числа членовъ равна 1, а четнаго раеняетея 0. 
Слвдовательно, члены ряда 61, 5, 81... 5в.. не при- 
ближеютел къ предьлу, хотя и не возрастаютъ 
безпредёльно. 

Заманчиво сдфлать предположеще, что всякй 
Ряжъ м, №... мп.. иметь’ сумму безконечнаго числа 
членовъ, когда ип уменкшается безконечно по иБрв 
возрасташя я. Математика. была бы гораздо’ болве 
легкой нзукой, ‘еели бы это предиоложеше соот- 
вфтствовало дЪйствительности. Къ сожалфнйо, оно 
неврно. 


Раземотримъ для примфра рядъ: 
11а 


1,1 


. 22’ 31 4 п 
Легко можио убфдиться, что этотъ рядъ расходя- 
щуся. Представимь себ сумму я членовъ, начи- 


ная съ (--1)-наго члена. Воть эти я членовъ: 
1 т 
Е’ = ие- 5я Количество членовъ этого ряда 


равно я и самый меньшй членъ равевть 2х. Оль- 
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довательно, сумиа изъ больте, чит я, умноженное 
на 2: т. е. больше :. 

Далве, мы ножемъ, не изиЪняя суммы безконеч- 
наго числа членовъ, если оно дяя даннаго ряда еу- 
ществуеть, складывать сосфдёе члены и получить 
такой рядь: * 

ро Ее та 

Какъ было доказано выше, въ этомь рядЪ веф 
члены, начиная съ третьято, больше соотвётетвую- 
щихъ членовъ ряда; 

а Тита 

ЕЕ ыы 
т, е. ряда, въ которомь вс члены, аа исключе- 
вемъ перваго, равны. Но этоть рядъ раеходя- 
иыйся; слЁдовательно, и первоначальный рядъ рас- 
ходяпийся 1). 


1) Вели мы ныфемъ сходяпьВся рядъ, у дотораго веъ 
члены положительны, в изывнаемъ ого такимъ обравомъ, 
что дълавыъ яфкогорые члены отрицательными, руковол. 
атвуясь пря этож какямъ-нибудь опредфленнымь правн- 
домъ, 10 а ве вновь полученные ряды--еходяниеся. Вс 
они ВМЪстВ съ первоначальнымь рядомъ зазывантся -в6е0- 
„лютно сходаящимяся". Но возможенъ такой случай, что рядъ, 
у котораго члены покеремфино положительны и. отрица- 
зельвы, звляется сходящимея, зЪ го время жакъ соотвЪт- 
ствуюлий выу рядъ, у котораго всф члены положжтельны, 
оказывается ресходящимся. Напрныфръ, рядъ: 


Е ПИН 
1— уч вед 
относится къ слодящныся, хотя мы только что дохавадя, 
что соотилотиующй ему РаЛЬ: 
за ата 
растодящиея. Такими во абсолютно оходящимиоя ‘рядама 
Гораздо. трудиве онерироввть, чвиъ эбеодитно сходжви- 
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` Этють вопросъ о расходимости рялокь показы- 
ваеть, ‘какъ осторожно мы должны пользоваться 
доказательствами о ‘свойствахь сукны конезнаго 
чнела членовъ при разематриваи сумиы членовъ 
безконечнаго ряда. Дфйствительно, самымъ эябиен- 
тарнымь свойствомъ конечнаго ряда членовъ явля- 
`ется, что они инфютъ сумму, а безконечиый рядъ 
не обладаеть даже такимъ основнымь свойствомъ. 
Это предупреждене имфло лишь еныелъ показать, ^ 
что. мы не должны быть введены въ заблуждеше 
при унотреблени техническаго териина ‚сумма 
безконечнаго ряда“. 

Обычно сумму безнонечнаго ряда: 
21, Ч Ма... я... 
привято обозначать такикъ образомъ: 
ми, ма |. 

- Мы теперь подошли къ обобщен идеи о рядахъ, 
которое матенатика, эфрная своену методу, доети- 
таеть при помощи перемфиныхъ величинъ. Мы до 
свхъ поръ рассматривали только ряды, въ которыхь 
каждый ‘опредёленный злемъ являлся опредфлен- 
нымъ чнеломь. Но раввымъ образомъ мы можемъ, 
обобщая основную идею, представить каждый зленъ 
ВЪ ВИДВ натенатическаго выраженя, заключающаго 
въ себф перемфиную х. Такимъ образомъ мы можемъ 
представить себ такой рядъ: 

Е 


или такой: 
ВЕЛЕЛ 
5, В. 
Для того, чтобы представить въ видф сииволя 
общую идею подобной функц, воаьнеиъ. какую- 
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нибудь функцию отъ л, скажемъ / (5), заключаю- 
щую въ себ цфлую перемфнную величину п, за- 
тБиъ будемъ придавать и послФдовательно значеня 
1, 2, Зит. д. Тогда ны получимъ рядъ: 
вы, Л л @)... №... 
Такой рядъ можеть быть сходящиися при одиихъ 
значешяхь хи расходящимея при другихъ. Въ 
дЪйствятельности очень трудно найти рядъ, заклю- 
заюнлий въ себф перемфнную х и сходялийся для 
везхь зкаченй х,-—по крайней ифрЪ въ отдёльныхь 
случаяхъ весьна небезопасно заранфе предположить, 
что это имфеть ифето. Разсмотримъ простЬйшй 
приыфръ, именно, „геометрическй“ рядтъ: 
д, 22, №... 2... 
Сумма п членовъ дается равенствомъ: 
ааа... а”. 
Помвоживъ обЁё стороны равенства на х, иы 
получаемъ: 
Зи... рай ай 
Отнявъ вторую строку отъ первой, мы получаемъ: 
а-я, =" 
Отсюда, если х не равенъ эдиницф, слёдуетъ, что 


В #1 ож 
. - ; == 
Если численное значеню х меньше единицы, то 
жз-1 


при достаточно большихт значешяхь #—1—, 67. 

деть меньше №, какое бы звачене мы ик выбрали 

для #. Такимъ образомъ, когда чнеленное значеше 

д меньше едизицы, радъ: 1, х, 4%... х"... явля- 
1 


—*. 


ется сходащинся в прадвль его равенъ г 
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Это: пеложене символически изображается слфдую- 
щинъ образомъ: 

пая. ай... (-1<#< 1), 
Если же я больше или равенъ единипф, то рядъ 
будеть расходящимся. Другими словвый, когда чи-“ 
сленное значеше х лежить въ промежути$ ме- 
жду—1 и--1, рядъ явлиется сходящимся, когда 
же х равенъ —1 или -|{-1 или когда х лежать вн® 
промежутка между —Т и -{-1, то ияфемъ расходя- 
иася рядъ. Такимъ образомъ, рядъ этотъ является 
сходящимея во ве хъ „точкахъ“ внутри промежутка, 
между—1 и-|- 1 за исключешенъ конечныхь точекъ. 

Но здесь возникаеть новый вопроеъ. Предио- 
ложимъ, что рядъ: 

л ®-+л я ®-... + ®-... 
является сходящимся для воЪхЪ зназенй х, лежа- 
щихь въ промежуты$ нежду а и В, т. е. рядъ ока- 
зывается сходящимся при любомъ значени х ко-” 
торое больше а и меньше $. ДалЪе, предноложинъ, 
мы хотимъ имфть увфренность, что для приближени 
къ предфлу съ нёкоторой степенью точности # мы 
сложили достаточное количество зленовь Можемъ 
ли мы веегда установить то число членовъ, ска- 
жемъ я, которое удовлетворяеть условно, а именно: 
если мы для составлешя сунмы берамъ я чденовъ 
(иди больше), то, каково бы ни было значене х, 
мы подойдемъ къ предфлу съ желательной стеленью 
точности? ` 

Иногда мы въ состояни едфлать это для любого 
значеня #, иногдя—н®ть. Въ первомъ слуза® рядъ 
называется равномёрно еходящимся во. веемъ про- 


| 
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межутЕЪ, во второмъ — неравномфрно сходящинся. 
Существуеть большая разница между свойствами 
рядовъ равномёрно-сходящихея и неравномрно- 
сходящихея въ данномь промежуткВ. Иллюстри- 
руекъ этоть вопросъ на простЁйшенъ примрБ и 
простЬйитами числами. 

Раземотримъ геометричесый рядъ: 

1-я... +... 

Онъ является сходящимся во всемъ проме- 
жуткВ оть—1 до -|- 13а исключешемь конечных 
значений, когда х= 1. 

Однако этоть рядъ — неравном рно-еходлиййся 
во всемъ данномъ промежуткЪ. ДЪйствительно, 
если з„ (х) является сунной м членовъ, то, какъ 
мы уже доказали, разность между 5, (х) и пре- 

1 с +1 
дфлоиъ _, равна ``—›. Положимъ теперь, что 
п, заданное число членовъ, скаженъ, равно 20, а#— 
заданная степень точности, будетъ 0,001. Есля х до- 
статочно близко къ -|-! или къ —1, то чиелен- 


: РЕ: 
ное значее выражешя -__ можеть стать боль- 


ше 0, 001. Такимъ образонъ, двадцати членовъ не- 
достаточно для всего промежутка, хотя ихъ можеть 
быть боле чфыъ достаточно для отдфльныхъ частей 
его. “ 

То же самое разсуждеше можеть быть приифнено 
къ любому числу, которое мы бы взяли выЪето 
20, и ‘въ любой единиц приближен, & не только 
къ 0,001. Отеюда слфдуетъ, что геометрическй рядь: 

та +... я... 


не является равномфрио сходящимся ‘ва всемъ 
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‘промежуткЕ сходимости оть-— до--1. Но если 
взять меньший промежутокъ, дальше лежалий отъ 
крайнихь точекь сходймостй, геометрическй рядъ 
внутри него окажется равномфрно сходящинся. 
1 
Возьиемъ, наприифръ, промежутокь отъ © ло д’. 
Въ такомъ случа любое значене #, при которомъ 
т . 
зыражеше въ этихъ предфлахъ значенй х-- 
меныте ‘в, удовлетворяеть вофмъ значеняыъ х въ 
этихъ предзлахъ, разъ численное значене выражешя 
1 . 
ри уменьшается съ уменьшенемъ . числеикаго 
значешя х. Пусть, напримЪръ, #=0,001. Принявъ 


1 
х равнымъ -с, мы имфемъ; 


10’ 1 1 
я-а (5) = 


когда и ==1, = 0,0111... 
1 

КОГДА и == 9, —Г=5=9,0011... 
1 
ауд == 0,000111... 


Этихь трехъ членовъ достаточно для всего задан- 
наго промежутка, хотя для нфкоторыхъ частей его 
они боле чиъ достаточны. Отыфтинъ, что такъ 
какъ рядъ: * 
1-=-2 +... + а”... скодящёйся (хотя и не 
равномрно) во всемъ промежути отъ—1 до-- 1,т0 
для кеждаго значешя 2 въ этомъ промежутк® можно 
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подобрать такое число членовъ, сумма которыхь 
приближалась бы къ прелфлуеъ заданной степенью 
точности. И чёнъ ближе значещя х подходятъ къ 
крайнимъ точкамъ сходимости-{-{ или—1, тёмъ 
больше должно быть число членов э. 

Интересно отиФтить, что на это важное различе 
между равномрной и неразномрной сходимостью 
впервые указалъ въ 1847 г. Стоксъ, а позже, въ 1850 
году, независимо оть него, нёмецей математикъ, 
Зейдель. 

Критичесюя точки, въ которыхь наступаеть 
неравнокфрная сходимость, не должны обязательно 
совпадать сь предфлами промежутка сходимости. 
Это ‘является отличительнымъ свойствомъ теометри- 
ческаго ряда. 

Въ случа геометрическаго ряда: 

паи... м -- 
‚для его предфла въ промежутк® сходимости можеть 
быть дано простое злгебраическое выражене. Но 
это не всегда возможно. Часто мы ножемъ доказать, 
что имфемъ радь, еходящ ся въ опредфленнонь. 
промежутк, хотя о предёлЪ его мы знаемъ только 
то, что таковой еуществуеть. Но пая опредфлен!я 
функии очень ‘удобно пользоваться предфломъ без- 
конечнаго сходящагося ряда, и, дфйствительно, 
большинетво функнЁ выражаются или должны были 
быть выражены въ такохь видё. 

Возьмемъ, напримЪръ, наиболёе важный въ эле- 
ментарномъ анализ рядъ: 

ЕЯ. + 


тдф #! имфеть иметь опредфленное выше (вл. этой 
13 


Еы 
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же. глав). значене. Легко можно доказать, что 
этоть ридъ яЯвияетсея абсолютно сходящимея. для 
ве хъ значений х и равномфрно сходящинся внутри 
любого промежутка, какой мы выберемъ. Отсюда 
видно, что’ этоть рядъ обладаеть  вефми ‘суще- 
ственными математическими свойствами.  Овъ 
носить назване экспонентнаго (показательнаго) 
ряда. Обозначинъ сумму безконечиаго числа его 
леновъ черезъ © =. х. Так какъ по определено 


то ехр х называется показательной фувкщей. 
Пользуясь элементарной натематикой, легко 
можно доказать, что: 
‚. (2 2) Х(етр у) =етр(а Ру)... (4) 
Другами словами: 
(ер ©) Х (р у) = 
я 


Это свойство {А} является примфромъь такъ 
называемой теоремы сложешя. Если какая-нибудь 
фувкия-скажемъ / (=) опредфлена; то прежде 
всего мы должны попытаться выразить / {(2-|-у) 
поередетвомъ членовъ извфетныхъ функций отдфльно’ 
для х и отдбльно для у. Когда мы можемъ это 
сдфлать, результать называетея теоремой сложения. 

Теорежы сложея играють большую роль въ 
матекатическомъ анализ. Такъ, напримЪръ, 
свиусовъ мы инфемъ слёдующую теорему сложен я: 

8 (ху) == х 009 у-+- 608 х эт у, 
а для косинусовъ: 
0$ (х--у) == 608 х 605 у— вт х эт у. 
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Въ дЬйствительности выБсто того, чтобы опре- 
ДЪАЯТЬ $ х И 608 х при помощи геометрическихъ 
методовъ, описанныхъ въ предыдущей глаз, гораздо 
удобнфе представить ихъ въ вид предфловъ ©о- 
отвзтетрующихь рядовь: 


3 Е =, 
= ты и Тита 
23 ГЫ 28 
1 фи я итд 


Такимъ образомъ ны считаемъ, что; 


. Е 55 Е 
эт = фи Тита 
ов ха 5 — М итд 


`Эти опредфлевя эквивалентны геометрическим. 
Легко можно также доказать, что оба ряда являются 
сходящимися для всфхъ значенй ‘хи равномёрно 
еходящимися въ любомъ промежутк®. Эти ряды для 


г Е] 
Фаг. 29. 


сннуса и косинуса имфють большое сходетво съ 
данвымъ выше показательнымъ рядокъ. Дайстви- 
тельно, они тфено связаны другь съ другомъ 
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благодаря теори мнимыхъ величинъ, которая была 
изложена въ главахъ УП и УЛ. 

Графическое изображен!е показательной функ- 
щи дано на ‘фиг. 29. Криван переефкаетъ ось 
ОУ въ ток у==Ь, какь это и должно быть, разъ 
всБ члены ряда; за исключещемъ перваго, равны ©, 
когда х== О. Важное значеше показательной функ- 
щи заключается въ томъ, ‘что она представляеть 
всякую физическую величину, скорость возраетанит 
которой вълюбой моментъ предетавляетъ одну иту же 
опредфленную долю ея значен!я въ тотъ моментъ. 


Ра 


“Баг. 32. 


Напримфръ, данная выше кривая  изображаеть 
количество народонаселешя въ любой день, если ро- 
ждаемость и смертность предетавляютъ величины п0- 
етоянныя и н$ть эмигращи; знфоь м соотвфтетвуетъ 
времени, отечитываемому съ какого-нибудь удобнаго 
исходнаго дня, а у представляетъвъ данномъмасттаб® 
количество народонаселешя. Масштабъ лолженъ 
быть выбранъ такъ, чтобы отрёзокъ О.А представлять 
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количество народонаселешя въ выбранный нажи 
исходный моментъ. Однако тутъ мы подошли нъ. 
идеф о „скорости возрасхавйн“, которой посвящена 
слфдующая глава. 

° Важную функцию очеяь сходную съ показательной 
получаем, замфняя въ ней аргументь ® выраже- 
немъ--л?. Такимъ образомъ мы получаемъ глр{-—д?), 
Графическое изображоше функши у == елр (—л?) дано 
ва фиг. 30. 


Фиг. 31. 


Эта кривая, нфеколдько похожая на треуголку, 
называется кривой нормальной ошибки. Соотвёт- 
ствующая ей функщя выфетъ существенное значене 
для теория статистики и во многихъ случаихъ гово- 

°рить намъ о характерф возможныхь отклоненй 
отъ среднихъ результатовъ. 

Другая важная функшя получается сочетанемъ 
показательной функщи еъ синусоидальной въ слф- 
дующемъ видЁ: ` 

узнедр (-с)Жат = 

Графическое изображеше ея дано ва фиг. 81. 
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Точки А, В, О, С, Б, Е, Г расположены ва оди- 


наковыхъ равстоящяхъ другъ отъ друга, (=> #) н 
рядъ такихъ точекъ можно продолжить безконечно 
какъ въ правую, такь и въ лёвую сторону. Эта 
функия изображаеть колебашя, затухаюлия подъ 
вмянемъ трешя или другихъ противодфйствующихь 
силъ. Если бы не трее, колебавя были бы перю- 
дичны и имфли бы перюдъ, равный 2. Но вслёдетые 
вияня треня размахъ каждаго колебаня становится 
меньше предыдущаго на постоянное ' процентное 
отношеше. Эта комбинащя идеи „перюдизности“ 
(которая символизируется синусонъ или коеинусоиъ) 
и—»„постояинаго пропентнаго отношеня“ (которав 
символизируется экспонентной фуньшей), оправды- 
ваеть видъ этой фуныши именио какъ произведеня 
синусоидальной функщи на эксионевтную. 


Глава ХУ. 


Дифференщеальное нечислене. 


Открыше . дифференщальнаго исчиелешя зиаме- 
нуеть собою переломъь въ истори математики. 
Исторю всякой науки вожно раздфлить на перюды, 
характеризующеся медленнымь какопденеит, идей, 
и пер1оды, когда какой-нибудь гевй, пользуясь 
этимъ въ избыткВ наконяенныхь „сырымъ“ мате- 
раломъ, открываеть новый метохь или новую точку 
зршя и еразу преобразуеть весь предметь и по- 
дымзеть его на высшую ступень. Шелли сравни- 
ваеть эти различные перюды въ исторшм развия 
человфческой. мысли съ образовашемъ лавины: 

ТВв зоп-азахопей азы аисве! 058 рлдзб, 

> Твбее &ед Бу ве чолто, Баф былегей «Боге 
КИоке вЙег Я2Ке, — Из Беоуео-дебур тов 
АЗ ШоввЪЕ Ъу ФопвВ 15 рНей, 1] боги" ётедй зто 
1в юочевей, аи Ше паНовв ее гоцюё 1). ., 


„То солице лавину пробудяло! Еа громады, 
Трижды пробфавных буров, давно собирались таиъ 
Снъжиниа за сиЪжникой, такъ въ безстрашаыхь 
умахь 
Мысль ва. мыель громоздатся, нока не родится 
| виея велижаз, 


Которой эторять зеЪ народы. 
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Сравнеше: это` довольно удачное. Конечное дёй- 
стые солнечныхь лучей, пробуждающихь лавину, 
по величин вовсе не превосходитъ остальныя силы 
прароды, которыя медленно создавали лавину. То 
же и`въ наукЁ. Ген, которому удается оконча- 
тельно формулировать новую идею, преобразующую 
цлую облаеть мысли, вовсе не долженъ превоехо- 
дить вобхъ своих предшественнийовъ, до него 
работавялихъ надъ создатемъ идеи. При изучени 
истори науки и глую и несправедливо прекло- 
няться передъ тёми люльни, которые сдфлали по- 
слвдне шаги при переходв въ новую эпоху. 

Въ данномъ случа предметъ, который мы теперь 
разбираемъ, ияфль длинную истор еше до того, 
какъ онъ принялъ свою окончательную форму въ 
руках своихъ двухъ изобрфтателей. Зачатки мето- 
довъ этой науки-мы находимъ еще у греческихъ 
математиковъ. Наконенъ, какъ разъ передъ оконза- 
тельнымъ опубликоваземъ предмета, выдающийел 
франпузсьй натематикъ Ферма (родился въ 1601 г., 
унеръ въ 1665 г. по Р. Х.) настолько развилъ 
идеи евоихъ предшественников, что вея эта наука 

‚ кажется почти созданной имф. Ферма имфетъ также 
право 'раздфлять выфстВ съ своимъ современникожъ 
и соотечеетвенникомъ Декартомъ честь открыпя 
координатной геометри. Хотя научный мНуь по- 
лучиль эти идеи оть Декарта, но несомиЪфнно, что 
Ферма пришель къ нимъ независино отъ своего 
современника. 

Намъ однако: нфтъ нужды сдерживать наше вос- 
хишеше предь Ньютоном или Лейбницемъ. Ныю- 
тонъ былъ математикомт и физиком; а_Лейбнидь 
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математикомъ и философомъ, и каждый изъ нахь 
въ своей области былъ однимъ изъ величайшихь 
гешевтъ, которыхъ ‘только знаеть шръ. Ихъ одно- 
временное открые послужило поводомъ къ. зло- 
получному и не совефнъ корректному спору между 
ними. Ньютонъ примфвяль методъ фаюксй, какъ 
онъ называль этоть предметъ, еще въ 1866 году 
и пользовалел имъ при составлент „Рите а”“, 
хотя при печатанш этого труда удалилъ изъ него 
ВСВ алгебраичесые символы. Но полное изложеше 
своего метода онъ вапечаталь лишь въ 1693 году. 
Лейбыишь же впервые напечаталь о своемъ откры- 
пи въ 1684 году. Друзья Ньютона обвиняли Лейб- 
ница въ томъ, что он заимствоваль эти идеи изъ 
одной рукописи Ньютона, которая была показана 
ему частнымь образомъ. Съ своей стороны и Лейб- 
ницъ обвинялъь Ньютона въ пламатф. Нывф не 

` остаетея викакого сомнфия, что оба они независимо 
другь оть друга имють право считаться изобрЪ- 
тателями дифференщельнаго исчиеленя. Идея до- 
стигла той степени развитя, при которой ова ©о- 
зрфла`для открыпя, и нфть ничего удивительнаго 
въ томъ, зто двое великихь людей ветрфтились на 
этомъ преджетВ. 

Одно временныя открышя предетаваяють до- 
вольно чаетое явлеше въ наукф. Вообще’ открыйя 
викогда не дфлаютея, прежде чфыъ они подгото- 
влены предшествовавшииъ ходомъ мысли, а тогда 
мное умы проникнуты желашевъ схватить важную 
ъдею. Если мы оетановимея на открыцяхъ, ВЪ 
которыхь участвовали авгличане, сразу же при- 
ходеть въ голову одноврекенная форнулировка 
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закона естественнаго подбора Дарвиномъ и Уолле- 
` сомъ й одновременное открыме Нептуна Адамсомъ 
и франпузскимь астрономомъ Леверрье. Споры о 
томъ, кому принздлежить первенство, часто вну- 
шены недостойнымъ чувствомъ нащонализна. Въ 
дЪйствительности. исторя математики намъ ярко. 
поназываетъ, какое мвожество людей разныхъ эпохъ, 
защональностей и расъ объединяется общностью 
идей и стремленй. Индусы, египтяне, ассирййцы, 
треки, арабы, итальянцы, французы, нфицы, англи- 
чаме и руеске—всф принимали живое учасме въ 
прогреесв науки. Пристрастное превознесене за- 
слугь одного накого-нибудь народа не указываеть 
ва широту натуры. 

Важное значеше дифференщельнаго исчислешя 
объясняется самой сущностью предмета, посвящен- 
наго систематическому изучению скоростей изиёне- 
ня фувкти. Эта идея непосредственно Является 
предъ нами при изучени природы. Скорость пред- 
ставляеть собою степень возраставя пройденааго 
пути, а ускореве— степень возрастатя ёкорости. 
Такимъ образомъ основная идея о перемфнныхъ, 
на которой покоятея всё ваши представленя о 
мир явлен!й, заранфе преднолагаетъ необходимость 
изслфдованя скорости изибнешя. Обычныя выра- 
женя „быстро“ и „медленно“ имфють тот еныелъ, 
что ны молчаливо признаемъ большую или меньшую 
скорость изивненя. Дифференщальное исчиелене 
такииъ образомъ ипредетавляеть ключь, открываю- 
ний математик возможность услфшно объяевять, 
лвлешя природы. Несоинфвно, что идея о скорости . 
изчфненя ‘была уже у Ньютона и вырэжева имъ 
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своеобразнымьъ языкожь при изложены предиета. 
Однако, относительно предшествовавшахь матема- 
тиковъ, подготовившихь появлеше дифференшель- 
наго исчислешя, можно сомнфваться, имБли ли они 
въ виду ивлетя природы. Они занимались больше 
отвлеченаыми задачами © проведен каеательныхь 
къ кривымъ, о вычислеши дливы кривыхь и пло- 
щадей, ограниченныхь кривыки. Послёдыя двф за- 
дачи о выпрямлеши кривыхь и квадратурв круга, 


Фвг. 32. 


какъ ок называются, относятел къ интегральному 
исчисленио, которо однако охватываеть тоть же 
предыеть, что и дифферевшальное исчислеше. 
Введеше анвлитической геонетри связываеть 
оба исчисленя. Пусть АФР (си, фиг, 82) предета- 
вляеть каную-набудь, кривую линш, а РТ—-наса- 
тельную къ‹ней въ точкЁ Р. Пусть, двлфе, ОХ 
и ОУ будуть координатвыми осями, у, =/(я)— 
уравнешемь кривой, такъ что ОМ = и РМ = у. 
Прелноложикъ танже, чго @ представляеть движу- 


= м — 


` щуювя озу на кривой съ координатами х; и у». 
тогда. у; ==). Пусть ©, будеть точкой на каса- 
тельной къ кривой съ той же абещиесой х;, Преёд- 
ноложиюь еще, ‘что координатами’ @’ являются: д, 
`и.5/. Нредставимъ себф чеперь, что точка № дви- 
жется вдоль оси ОХ слёфва направо съ поетоянной 
скоростью; тогда лёгко ВИдФТЬ, что ордината у’ 
точки 8: касательной ТР равном рно увеличивается 
по мЫрЪ того, какъ @’ движется вдоль касательной 
въ соотвВтетвующемъ нанравлени. ДЪйствительно, 
легко можно замфтить, что отношеше скорости 
возрастая @’М№ къ скорости возрастаЁя ОМ равно 
отношен @’№ къ ТА, которое постоянно для 
всвхь точекь прямой лини, Но скорость возраета- 
ня ФМ, т. е. скорость возрастая /(х.), измв- 
няетел оть одной точки кривой до другой, по- 
скольку кривая не является прямой. Когда &@ про- 
ходить черезъ точку Р, скорость возраставйя / (2, 
(здЪеь =, на моментъ совпадаеть съ х) равна сте- 
„мени возрасташя у’ касательной гъ точкВ Р. СлБ- 
довательно, если мы имфемъ облий метолъ опред- 
лешя степени возрастаня фувнщи /(х) перембн- 
ной величины х, мы иожемъ опредфлить наклонъ, 
касательной въ любой точкВ (х, у) на. кривой, а 
зат$мъ начертить ее. Такимъ образомъ задача 
вычерчивашя касательных. къ кривымъ и опре- 
дЪлешя скорбсети возраеташя функщй въ дыйстви- 
тельности тождественны. . . 
Интересно отифтить, что какъ при. появлени 
коническихь сФченй и тригонометрии, такъ и при 
возникновеши дифференщальнаго исчисленя на 
первый планъ выдвигались 1% ихъ свойства, которыя 
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‹ имфють второстепенный характеръ, ДЪйетвительное 
же значеше этой науки выяениловь сравнительно 
поздно. Въ истори зная можно считать вполнЁ 
обоснованнымь обобщеше, что позже всего въ 
каждой нзук$ мы открываемъ ея истинное зивчене. 
Въ. течеше стол люди идуть ощулью, руководи- 
мые лишь смутнымъ ивстинктохъ и любознатель- 
ностью, пока наконецъ не „родится идея великая“. 

Возьмемъ какой-нибудь частный случай, чтобы 
поближе познакомиться съ тВмъ классомъ идей, 
которыя мы хотимъ разобрать. Представиюь себЪ 
движуцийся нофзвъ, — какъ намь опредваить ско- 
рость его въ какой-нибудь номентъ, скажемъ, въ 
полдень? Мы можемь взять промежутокт. въ пять 
минуть, заключающ въ себф полдень, и изифрить 
разетояше, которое пофздъ`пройдеть въ эти нять 
минуть. Предположимъ, что ‘онъ’ прошелъ пять 
‘миль. Отсюда мы можемь заключить, что пофзпъ 
движется со скоростью 60 миль въ часъ. На пять 
миль — разетояе слишхомъ большое, и мы не мо- 
жемъ быть увфрены, что какъ разъ въ полцень 
пофэль шелъ этимъ ходомъ. Въ полдень онъ ногь 
двигаться со скоростью 70 миль въ чаеъ, а потомъ 
тормазъ’ могъ замедлить его ходъ. Поэтому будеть 
вфрнфе пользоваться меньшимъ промежуткомъ, ска- 
жемъ олной минутой, заключающей въ бебф пол- 
день. и измрить разстоян, пройденное пофздомъ 
за это время. Для нфкоторыхъ плей можеть по- 
требоватьея еще большая точность и одна минуга 
можеть оказатьел слишкомъ долгимъ перюдомъ. 
Ва арактикф, принихая во внизаще неизбфяную 
неточноет, нашихъ измфренй. безполезно брать 
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слишкомь малый промежутомь времена для из- 
м}8реня. Но теорически чфиъ меньше промежутокъ, 
тВмъ лучше, и наеъ ‘нскушаеть желан!е скезать, 
что для идеальной точиости необходинъ безкоиечио 
малый промежутокь времени. Отарые математики, 
въ частности „Лейбниць, не только нодвергались 
искушеяно, но и поддавались ему. Даже теперь 
принято говорить такъ, ибо мы знаемъ, что слф- 
дуеть понимать подъ этими словами въ обычномъ 
сныслЬ. Любопытно откфтить, что въ изложени 
основъ дифференщальнаго исчислешя естествоис- 
пытатель Ньютонъ былъ большииъ философомъ, 
чЬмъ признанный философъ Лейбницъ, & съ дру- 
гой стороны Лейбниць созлалъ для дифференщель- 
наго нечислевя ту удивительную систему зваковъ, 
которая ихфла важное значеще для раввитя этой 
науки. . 

Раземотримъ другой приифръь изъ области чи- 
стой математики. Постараемся найти скорость воз- 
расташя фуннци 2* для любого значешя ея аргу-. 
мента х. Такь какъ мы еще не опредёлили въ 
точности, что мы подразумфваемъ подь скоростью 
зозрастаня, то мы попытаемся разобрать значеше 
этого термина для даннаго частнаго елучая. Когда 
значене х увеличивается до х-|-*, функшя д? воз- 
раетаеть до (х-|-й)!, т.е. при увеличенйи аргумента 
на № значеше функши соотв тетвенно возраетаеть 
на величину (х-|-#) —х*. СиБдовательно, для про- 
межутка отъ х до (х-- #) среднее возрасташе функ- 
им, отнесенное къ едннид® возрасташя аргумента, 

АР — 


равняется "Т—”, 
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Такъ какъ 
ем, 


то 


® 


Такимъ образомъ 2х -|- представляеть среднее 
возрастанве функши ^? на единицу возрастаыя ар- 
гумента дли промежутка оть х до х--#. Но зна- 
зеше выражешя 2х-|-№ зависить оть #, разифра 
промежутка. Очевидно, мы получинъ, что намъ 
нужно, а-именно скорость возрасташя функции, 
когда значеше аргумента равно х, все болфе и 
болфе уменьшая №. Ноэтому въоредфлЪ, когда № 
безконечно уменьшается, 2% предстаеляеть скорость 
возрастания функшм 4?, соотвфтствующей значению 
аргумента х. 

Туть мы какь будто возвращаемся обратво къ 
ине о безконечно-малыхъ величинахъ, употребляя 
слова: „въ предфяф, когда # безконечно умень- 
шается“. Лейбниць, какъ это ни покажется стран- 
нымъ, полагаль, что безконечно малыя величины 
дфйетвнтельно существують, а выБстВ съ тЁмъ и 
соотафтетвующя имъ безконечно-малыя числа. Идеи 
и терминоломя Ньютона носять болфе современ- 
ный характеръ, во ену не удалось изложить суще 
ность предмета съ такою ясностью, которав несо- 
мкфино доказывала бы его полную независимость 
оть вдей Лейбница. Полное объяснене предмета 
было впервые. дано Вейермтрассомъ и берлинской 
школой математиковъ въ середик® деватнадцатаго 
стохЬия. Но въ промежуткВ между Лейбницемъ и 
'Вейерштрассомъ вокругь вопроса о безконечно-ма- 
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лыхъ неличинахъ, когорыя математики открыли, а 
. философы стремились объяснить, выросла богат5Я - 
шая литература математическаго и фалософекаго 
характера. Нкоторые философы, какъ напринфръ 
епискойъ Веркли, вполн правильно отрицали реаль- 
^ ность самой идем о безконечно-малыхъ величинахъ, 
исходя, однако, изъ другихь основайй, чфжъ тф. 
которыя были приведены здфсь. Любопытно от- 
жфтить тотъ. фекть, что, несмотря на безпощадную 
критику основныхъ идей, не могло быть сомнфий 
въ правальности математическаго выражешщя пред- 
мета. И дЪйстрительно, методъ былъ правиленъ, 
хотя объяенеше его было невфрное., Именно эта 
возвожность для научнаго метода оставаться пра- 
вильнымъ, цесметря на неправильное иетолковаще 
производимыхь дфйетв, дфлаеть зачастую критику 
извиВ (поскольку она стремится остановить развите` 
‘ланнаго метода) —совершенно безплодной и безполез- 
ной дия прогресса науки. Чувство любознательности 
и инстинкть подеказывають одытнымь изелВдова- 
телянъ, когда они достигають чего-нибудь важнаго, 
и служать гораздо бол%е иадежныхь руководствомъ, 
Какъ бы то ни было. виБетВ съ дифференщаль- 
нымъ исчиелотемъ выросла богатая философская 
литератур сомнительнаго качества, посвященная 
вопросу о безконечно-малыхъ ‘величинахъ. Остатки 
этого моря словъ еще до сихъ пвръ могутъ быть 
найдены въ изложещи ыногахъ злементарныхь 
учебниковъ дифференщальнаго исчислея. Можно 
яринять ‘за правило, что когда математикъ или 
философъ обнаруживаетъ туманное глубоконысше, 
онъ говорить беземыслину. 
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Ньютонъ фориулировалъ бы вашу задачу такинъ . 
образонъ: когда приближается къ нулю, 2=--№ 
въ предфлё становится равнымъ 2х. Наше ‘дёло 
объяснить эту фразу и показать, что здфеь.на самомъ 
ДЁлЛВ нфтъ скрытаго признаяя существованя без- 
конечно-малыхь величияъ Лейбница. Поверхностное 
чтеше ньютоновскаго опредфленя приводить къ 
соблазну упростить его такой фермулировкой: 2х -|-- # 
равно 2, ‘когда # равно пулю. Но это неправильно, 
тавъ какъ тогда ‘исчезаеть промежутокъ между х 
и = № для котораго’было вычислено среднее воз- 
расташе. Задача заключается въ томъ, чтобы со- 
хранить промежутокъ длиною й, для котораго 
вычислено ередиее возраетане, и въ то же время 
ноетуцать съ 1 такъ, какъ будто оно равно нулю. 
Ныютонъ достигаль этой цфли эведещенъ. поняця 
о предфлВ; поэтому мы теперь: перейденъ къ из- 
ложеню. того, какъ Вейерштрасеъ объяеняетъ яЪй- 
ствительное значеше предфла. 

Во-первыхь, необходимо замфтить, что въ выра- 
жен 2-й мы прининаемъ х за опредвленную 
величину, а # — за перенфнную. Другими словами, 
хразснатризается здЪсь какъ „постоянная“ перемфн- 
ная величина, или параметръ, согласно изложен- 
ному въ главЪ ТХ. И дйствительно, выражене 2х --й 
нвляется для насъ функщей зргуиевта А. Такимъ, 
образомъ мы можемъ обобщить ланный вопросъ и 

„’ формулировать его такъ-какое значеше нифеть 
выраженше: фуньия. ‚ ЖА) стремится къ предфлу { 
цо-иБрЕ того, какъ ея аргументь # стремится пе- 
‘феходить къ значеню _0Р. Но, камъ легко можно 


Фидыть, сущность: вопроса. вовсе не заключается зъ 
ы и 
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томъ, чтобы аргументь стремился къ значеню 
нуля, Мы можемъ сдфлать дальнЪйнЫя обобщеня 
я формулировать ‘вопросъ тахъ, — какое значене 
икфеть выражене: функшя /%) стремится къ пре- 
дФлу 6, когда 4 етремитея къ значеню 4? 

Соглаено объяснено’ Вейерштрасса, идея объ в, 
стремящемся` къ значенню а, вообще не соотвфт- 
ствуеть сути дла, хотя и даеть въ нБкоторомъ 
роль картинное иаображеше того, чего ны хотим 
достигнуть. Въ самомъ дьлЬ, разъ въ оенову ва- 
шихъ идей мы кладемъ представлене объ „й, стре- 
мящемся къ зкаченю в“, то совершенно очевидио, 
что ны не ножемъ отрЬшиться отъ понятя о без- 
конечно-малой величин. ВЪль зифсь мы екрытымъ 
образомъ подразумваемъ, что значение й безконечно 
блиако совпадаетъ съ а. А оть этого мы какь разь 

°хотВли избавиться. 

Поэтому мы снова вернемея къ нашей фермули- 
ровкф вопроез и поетараенся объяснить, что мы 
подразумБваемъ подъ выраженемъ: предфлъ фувк- 
ци /() въ точкЪ а веть 1. 

. Предвль /(#) въ точкЪ а являетен свойством 
смежности съ а, гдВ слово „емежноеть“ употреблено 
въ еиыслЪ, опредфленномъ въ глав ХТ при разема- 
триванзи непрерывноети функщи. Значене фуннщи 
/@) въ точкВ а есть /(а); но предёль фувкши по 
идеб не совпадаеть съ зназещеит ея, можеть отли: 
чаться отъ послБлняго и можеть даже существовать 
тогда, когда зназене функши еще не опредфлено, Мы 
буденъ также употреблять терминъ „единина прябди- 
женя“ въ смысл, опредфленномъ въ главф ХИ. 
Дьйствительно, эъ коню этой главы при опред®- 
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‚лени „непрерывности“ мы фектически опредфлили 
поняте о предфлЪ. Это опредвлене сводится къ 
слблующему: 

„Функшя /(2) имфеть предёлъ # при значени 
аргумента равномъ а, если близъ @ вс зназешя 
ея приближаются къ { съ любой стеленью при- 
ближеня*. ° 

Сравнимъ это опредфлеше съ тёмъ, которое 
дано для непрерывности, & именно: 

„Функщя /(=) непрерывна при значени ея 
аргумента равномъ 2, если близъ а всё’ значешя 
ея приближаются къ значеню ея въ а съ любой 
‘степенью точности“. 

Совершенно ясно: 1) что функщя непрерывна 
въ точкВ а, если она имфетъ предфлъ, 2} что пре- 
двль функши равенъ ея значеню въ а. Такимъ 
образомъ, примфры, которые даны были въ концё 
одиннадцатой главы дзя илаюстращи непрерывноети, ‚ 
одновременно поясняють понят о предфлЪ. Веб 
они имзли въ Виду доказать, что для разсматривае- 
зыхъ функшй и дяя разематриваемаго значе а 
(в) ввляется предфломъ /{л). На сажомъ двл бо- 
яЪе ноучительнымт будеть разематривать предфлъ 
въ точкф, гдё функщя не непрерывна. Наприифръ, 
`разсмотримъ функию, графичееное изображеше 
которой дано въ главф ХТ на фиг. 20. Согласно 
данному тамъ опредфленю, фувкщя /(х) имфётъ 
значен!- 1 при вебхъ значешяхь аргумента; за 
исключешемь ифлыхь чиеелъ 0, 1, 9, 8 ит. да 
при этихъ’ эназешяхь аргумента фувющя имбеть 
значене 0. Рвасшотримь теперь прелфлЪ функши, 
‘когда: х==8. Мы обращавмъ внимаше на то, что 
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при опредьлени нредбла мы исключили значеше 
функци въ а (въ этомъ случаб а==3). Но если х 
лежитъ въ промежутк®, который: 1) ве заключаеть 
въ себф 3; камъ конечную точку, и 2) не прости- 
рается до значенй 2 и 4, т0.вбЪ значешя / (2), 38 
исключенемъ /(3). равны 1. Сльдовательно, значе- 
ня функши приближаются къ 1 съ любой стеценью- 
точности. Такимъ образомъ, предфломъ /(=} при 
значения аргумента равномъ 3 является 1, хотя по. 
опредёлению /(3) =0. 

Здфеь мы инфежь примфръ функши, которая 
имфеть и значене и предфль при значени аргу- 
мента ‘равномъ 3, но значеше и предёль функши 
не тождественны. Въ конц главы ХТ мы разема- 
тривали функши д? при значени аргумента рав- 
номъ 2. Значене функши при этомъ равняется 92, 
т. е. 4; кроиф того мы доказали, что предёль ея 
также равняется 4. Слфдовательно, зифеь мы имемъ. 
функщю, у которой значеше и прот равны 
другь другу» 

Наконень мы перейдемъ къ случаю, который 
имфеть для насъ очень существенное зназеше, а 
именао къ функши, которая имфеть предёлъ, но. 
не имфегь опредфленнаго значешя при данномъ. 
значеши ея аргумента. Найти такой примфръ вовсе. 


не такъ трудно. Функия 2 2вполнв пОДходиТьнамЪ. 
Въ любомъ учебник математики можно найти урав- 


2= 
нене =, нанисанное безъ колебатй и огово- 
рокъ. Между тёмъ дёло вовсе не такъ просто. 


ка 
=, аэто не иметь 


В®ль при х равномъ нулю Е 
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никакого опредфленнаго значеня. Слфдовательно, 
И: 
функшя <; при х равнокъ нулю ие имфеть ника- 
кого опредфленнаго значещя. Но при всякомъ дру- 
: 0.8 г 
томъ значевя м, функшя ы инфеть значеня 2. По- 
этому предълъ 2 при х=0 равняется 2, хотя 
функщя не имфеть звачешя при х =0. Сходиыкъ 
образомъ предёломь ^* —- при ха авляется а, кз- 


Е 
ково бы ни было значеше а, и пределом, — при 
&=0 является 0. Но при х==0 фуикшя > = прини- 

. 5 . 
наеть форму $, которая не имфеть никакого опре- 


двленнаго значешя. Слфдовательно, фувкшя = 
ямфеть предфль, но не имфетъ значеня при нул$. 

Теперь вернемся назадъ къ проблем, изъ кото- 
рой мы исходили при разсматриваши природы пре- 
дФла. Какъ накъ опредфлить скорость ` зозрастайя 
функции д? при любомъ значеши ея’ аргумента х? 


Мы отвтнмъ на этоть вопроеъ такъ: скорость воз- 
й семя. 
фастаыя является предфломъ фунюши а" , 


когда ея аргунентъ # иметь значене 0 (обращаемъ › 
взиман:е на то, что здфсь х является конставтой). 
Поемотримъ, что даеть намъ этоть отвёть, если мы 
будемъ пользоваться нашимт, ‚ опредвлещемь пре- 


дВла. Мы имфемъ: , 
и вы В 


Е 
При’ нахожденя редвла А. > при значени 
аргумента равномъ нулю, мы  Полючвемь значене 
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функ (если оно вообще существуеть) при # ==. 

Но при вебхъ значеняхь №, за искиюченемъ 
того случая, когда # —0, мы можешь ‘дблить чи- 
слитель и знаменатель нашей дроби на #. Ся%до- 


ВЫ 
вательно, предёлъ Аа при #=0 тождестве- 


ненъ съ предфлонъ 27-й при №=0. Теперь, ка 
кую бы степёнь приближеня & мы ни взяли, мы 
легко можемъ убфдиться, при разсматривани про- 
межутка отъ — : : доу 1, что для вефхъ значенй 
#, лежащихъ внутра этого промежутна, эх-Е № от- 
личается оть 2х на А, т. е. меньше чфигь на &. Это. 
остается справедливымъ для любой стенени при- 
ближеня # Такимъ образомъ при вефхъ значе- 
мяхь Л, близкихь въ нулю, 2х-|- приближается 
къ 2х съ любой степенью точности, т. е. 9^ 
является предфломъ 2х--й при #—0. Согласно: 
изложенному выше, 2х является и предфломъ. 
и . 
р. кода № имфетъ значеше 0. Слфдова- 
тельно, 2х предотавляеть собой скорость возра- 
сташя функщи л? при значени аргумента раввомъ 
=. Такимъ образомъ этотъ методъ гаеть намъ ту же 
самую скорость возраста я для функщи 27, что и 
способъ Лейбница приравнять # „безконечно-малой. 
ведичин в“. 

То, что мы до сихъ поръ вазывали „скоростью 
возрастаня“, болфе извфетно полъ отвлеченаынъ. 
назвашенъ „дифференщельнаго кооффищента“. иди 
„производной функши".Общераспространенноеонре- 
двлеше термина таково: „дифференщальныхъ коэф-_ 
фищонтомь (производиой) функши /(2} вазы... 
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вается предфлъ (если онъ сушествуеть) функщи 
Ы съ аргументомъ #, когда значене аргу- 
мента равно 0“. 

Какъ на самомъ дфлф намъ удалось при помощи 
этого и всномогательнаго опредфлешя  предфла 
обойти поняше о „безконечно-маломъ числ“, ко- 
торое служило камнешь претнновешя для вашихъ 
предковъ въ математик? Ихъ затруднеше заклю- 
залось въ томъ, что они, съ одной стороны, должны 
были пользоваться промежуткомь между гих-[#, 
для котораго приходилось вычислять среднее при- 
ращеше, а сь другой стороны они стремилиеь въ, 
концф концовъ приравнять № нулю. Въ результать 
имъ, повидижому, пришлось принять предположене 
о существовани промежутка величиною въ 0. Какъ же 
мы обошли это затруднене? Мы пользуемел поло- 
жешемъ, что любой единецБ приближеня соот- 
вътетвуеть какой-нвбудь промежутокъ, облалаю- 
ий такими и такими-то свойстваии и который 
дегко найти. Слфдовательно, вся разница заклю- 
чаетел въ томъ, что мы уразужБли важное значене 
понят!я о перен нномъ, а они нфть, Такимъ обра- 
зомз, въ кониБ изложешя основпыхъ понят нате- 
матическаго.знализа мы возвращаемся назаль къ. 
идеямъ, съ которыхь мы въ глав Ц начали свое 
изелдовае, а именно, мы приходинъ мъ заклю- 
зеню, что самыми важными, основными идеями 
уатёматики являются идев. с „нфкоторыхь предме- 
тахъ" и „яюбыхь предметахъь“. 


‚ Глава ХУЕ 
Геометрия. 


Геометрия, полобно всей остальной математик, 
' явянется наукой отвлеченной. Она изучаеть лишь 
формы нреджетовъ и ихъ подожеше по отношеню 
другъь къ другу. Насъ вовсе не интересуеть во- 
просъ, кто. паблюдаеть эти предметы и накинъ 
органом чуветвъ онъ зоспринияаеть ихъ; поеред- 
ствомъ ли зрёшя, осязатя или слуха. Короче го- 
воря, мы игнорируенъ вс% ошущешя частнаго хара- 
хтера. Болфе того, насъ даже не интересуютъ. таюе 
предметы, не имфющце общаго характера, кавъ 
зданю парламента-или зежной шаръ. Веф лоложе- 
ия геометрии. могуть быть отнесены къ любому 
предмету, обладающему такими-то и такими-то свой- 
ствами. Разунфется, при изученщ геометрии наше 
воображен!е рисуетъ намъ частные примры---меры, 
конусы, треугольники и. квадраты. Мо положешя 
геометри должны быть отнесены не только къ 
тЬжъ фагурамъ, которыя изображены въ книг, но 
къ любымъ такимъ фигурамъ. 
Такимъ образоиъ и вЪ теожетрн, какъ въ. 
алгебрф, красной нитью проходить идея © „любомъ“ 
предметВ и „нЪфноторыхь“ предиетажь. Этому же 
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пути она слфдуеть при изучеи взаимоотношёнй 
нежду сочеташями предиетовъ. Разсмотринъ; напр.» 
два треугольника АВС`и ДЕЕ (фиг. 83). 

Кая соотношеня должны существовать между 
элементами этихъ треугольниковъ, чтобы они были 
совершенно равны другъ другу? Это одна ийъ пер- 
выхъ.проблемъ, которыя разрёшаютъ элементарные 
учебники математики. ЗдЁеь приходится изучать 
опредфленное сонеташе возможныхь соотношевй 
между лвумя треугольниками. Оказывается, что 
треугольники равны во вефхъ отношенятъ, есля: 
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Фиг. 33. 


а) двЪ стороны и. уголь между ними въ одномъ 
треугольникв соотвфтетвенно равны двумъ еторо- 
вамъ и углу нежду лими въ другоиъ; 

5) сторона и два прилегающихъ къ ней угла въ 
одномъ треугольнакв соотвтетвенио равны сто- 
ронф и прилегающинъ къ ней угламъ въ другомъ; 

©). всф три сторовы одного соотвфтетвенно равны 
чтремъ ехоронанъ’ другого. 

Такое. рёшеше вопроса вызываеть наеъ на 
эдальяфйция размызтлешя. Какое соотношене суще- 

сетвуеть между треугольяяками, если три угла одного 
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соофвфтетвенно разны тремъ угламъ другого? От- 
ввть на. этоть вопросъ приведеть насъ къ теор 
подобы (ем. главу ХИ), которая даетъ пругой типъ 
соотношений. ` ” 
`Раземотримъ поближеетроене треугольника. «АВС. 
Стороны и углы его связаны опредфленнымъ еоотно- ` 
шешеяъ, а именно: больш уголъ расположент про- 
тивъ большей стороны и, кром того, углы, прилегию- 
ие къ’ основанйо равнобедревнаго треугольника, 
равны между собой. сли мы для изучена этого ©о- 
отвошеня обратимся къ тригонометрии, то мы полу- 
зижъ для него еше болфе точное выражеше въ вид 
вевмъ извБетныхь формулъ: 
эп 4 
а 


или: 
= — 266 603 4, 

и еше дв подобныхъ формулы. , 

Существуеть и болфе простое соотношеше 
нежду углами треугольника, а именно: еумиа ихъ 
разна двумь прямымъ, Для еторонъ тоже суще- 
ствуеть весьма простое соотношеше, 8 именно сумма 
длинъ двухъ любыхъ сторонъ больше третьей. 

При изучен геометр!и правильный методъ ©о- 
стоить въ томъ, чтобы разематривать простыя фи- 
туры вродф треугольника, параллелогранна и круга 
и изслфдовать соотношещя, существующря между 
ихь отдёльными элементами. Геометръ постоянно 
имфеть въ виду не какое-нибудь отдфльное пред- 
ложеше, а фигуру, состоящую наъ различныхь 
элементовъ, связвиныхь другъ`еЪ другомъ. Какъ и 
въ алгебрф, онъ пользуется методомъ обобщеня и 
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переходить оть треугольника къ многоугольнину, 
оть лиши къ коническому сфченйю. Иногда же оть 
идеть обратвымъ путемъ оть общаго къ застиому 
и подраздвляеть треугольники на равностороне, 
равнобедренные и разносторонне, классифинируеть 
многоугольники по числу сторонъ, а ковическя 
сфченя распредфляеть по нлаесамь гиперболъ, 
элипсовъ и параболъ. 

Приведевные выше приифры показывають; что. 
основныя идеи геожетри и алгебры тождествённы. 
Разница состоитъ лишь въ томъ, что алгебра опёри- 
руетъ надъ числами, а геометря вадъ лишями, 
углами, поверхностями и другими. геометрическихи 
величинами. Это основное сходство является при- 
чиной того, что инойя истины геометри могутъ 
быть выражены алгебраически. Напримръ, если 
А, Ви С выражають величину соотвтствующихь 
углокъ треугольника АВС въ градусахъ, то соот- 
ношеве между углами можетъ быть представлено 


ешемтъ: 
рт А-В = 10°. 
'Далфе, если а, 5, с выражають длину соотвтетвую- 
щихъ еторонъ треугольника въ футахъ, то соотно- 
шеве между этами сторонами можеть быть выра-. 
жено формулами: 

. абс Виста; слав. 
`Нриведевныя выше тригонометричесыя формулы 
закже‘иялюстрируютъ этоть фактъ. Такнеь обра- 
'Зомь, нонит®. о ‘перенВнной величин ‘и соотноше- 

‚в жежду перенфнными имфетъ такое же важное 

` значете въ геометрии, какъ въ, алгебрь- 

Сходство между геометрей и алгеброй прости- 
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‘рается еще дальше. Оно основывается иа’ томъ 
фактЪ, что длины, площади, объемы и углы явля- 
ютёя измфримыми величинами. Наприхфръ, какая- 
нибудь. длина можеть быть опредёлена чиеломъ 
{не обязательно цфлыиъ), выражающимтъ, сколько 
разъ заключается въ ней произвольно выбранная 
нами единица; то же можно сказать и относительно 
площадей, объемовь и угловъ. Приведенныя выше 
тригонометричесяя формулы иллюстрирують тотъ 
же факть. Но наивыешаго развийя эта идея до- 
<тигаеть ‘въ аналитической геометрм. ПослБдий 
предметь часто ошибочно называють анализомъ 
коническихь с$ченй, выдвигая такимъ образонь 
на первый планъ лишь одвнъ изъ его подъотдё- 
ловъ. Это. равносильно тову, какь если бы великую 
отрасль ананя—антропологно—назвали бы наукой 
< носахъ, основываясь на томъ фактЬ, что носъ 
ъпредставляеть видную часть человфческаго тфла. 

Хотя ‘математичесыя  двйстыя въ геометри и... 
элгебрув по существу олинзковы и перенлетаются 
другь съ друговъ въ своемъ развитии, все же между 
свойствами пространства и свойствами числа суще- 
ствуеть глубокое различ, поскольну дёйствительно 
‘существенно различе между нространетвомъ ‘и ‘чи- 
сломъ. „Пространственность“ ‘пространства и „чие- 
лимость“ числа представляють вещи существенно 
различных, и это вадо правильно понять. На одно 
изъ приложен алгебры къ геометрм и геометра 
къ алгебрЁ ни из Зоту не сглаживаетъ этого суще- 
ственнаго различя. 

Первое ‘весьма замтное ‘различе между ‘про 
<транетвомъ ‘и. чнеломъ состоить вЪ томъ, что. по- 
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няше о пространствф кажется гораздо менфе от- 
влеченнымь и зажнымъ, зёмъ поняе о’ числ. 
Число архангеловъ можеть быть сосчитано именно 
потому, что они ‘являются предметами. `Разъ мы 
только зваемъ ихъ ‘имена: Рафанль, Гавриль в 
Михаилъ, и знаемъ, что ати вмева носять различ- 
ныя существа, мы можемъ безъ дальнБйтихь раз- 
говоровъ утверждать, что ихъ трое. И. никакая 
казуистика относительно природы авгельскихъ су- 
шесть не можеть нашёнить самого факта, если 
только принимается основиая посылка. 

Но мы совершенно ничего не знаемъ объ ихъ 
отношеши къ пространству и даже--существують 
ли они въ пространств вообше. Быть можетъ, 
одинаково безсмысленно говорить, что ояи зд®сь, 
тамъ, гдё-нибудь или вездф. Они просто могуть 
существовать безъ всякаго отношешя къ опре- 
дваеннону мЪсту пробтранства. Такимъ обрезомъ, 
въ то ‚время какъ числа находять принфнене ко 
всёиъ предметамъ, о’ пространствВ этого сказать 
нельзя. . 

Представлен о мВсть, ‘которое предметы заня- 
изють въ: пространетьв, явно сопутетвуеть или 
пербплетается,со многими изъ натихъ ошущенй, 
вели ‘не ‘со’ веВим, Оно не зависить отъ какого- 
нибудь одиого’ отущеня, такъ кавъ сопутетвуеть 
иногинъ. Оно представляеть спепифическое свойетво 
уВхь предметовъ, которые мы зоспривиывемь при 
помощи. нашихь ощущенй, Непосредственное вос- 
‘иряте того; чте-мы подразумваемъ подъ положе- 
шенмъ . предметовъ по отношевно пругъ ‘къ другу, 
`иредставляеть что, своебразнное, з0: бепема, 
вродё ошущеня звука, цефта, ввуса и обонянйя. 
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На первый взглядъ можетъ показаться, что мате- 
матика, поскольку она заключаеть въ себ геоме- 
трио, ие является отвлеченнойнаукой въ томъ смысл, 
зъ какомь повяте объ отвлеченномъ было объ- 
‘яснено въ глав Г. . 

Нь 5то совершенно невфрно. ВФдь „прострач- 
«твенность“ пространства безусловно не входить 
въ наши логическ1я сужден1я при изучени 
геометрия. Правла, это ноняше проникаеть въ 
теометричесв!я представлев:я матенатиковъ, но част" 
нымьъ образомъ я съ особой окраской для каждаго 
индивидуума. Логичесвя суждешя геометровъ каса- 
ются лишь опредфленныхь свойств предиетовь 
въ пространствВ или предмётовъ, образующихь 
пространство, а эти свойства совершенно отвлеченны. 
въ тожь смысл, въ которомь поняме объ отвле- 
ченномъ опредфлено въ глав? 1. Для изучешя этихъ 
<войетвъ не нужно особаго воспрятя пространства, 
или пониманя или ощущевя его. Они лежать въ 
той же самой плоскости, что и математическя свой- _ 
ства числа. Такимъ образомъ, предетавлейе о шро- 
страметвВ, ноторое оказываетъ такую существенную: 
помощь при изучени геометрии, ме ивфетъ значешя: 
съ точки зрфвя логики: оно не входить ни въ 
предпосылки, если онф правильно формулировавы, 
ни въ наши‘ логическя  сужденя. Оно’- иметь 
лишь практаческое значеше, какъ примфръ, дВй- 
ствующий возбуждающимъ образомъ на наши мыели- 
‘тельныя сиособноети. Таме примры одинаково 
необходимы для возбуждешя нашей умственной 
работы и при изучени. чиселъ. Когда иы думаемъ 
© „двухгь”“ или „трехъ“, мы видимъ рядъ черточекъ, 


кучку шаровъ или друмя опредфленныя ` групы 
физическихь иредметовъ. Особенность теометри 
состоить въ томъ, что одинъ какой-набудь при- 
ифръ, пришедийй намъь въ толову, фиксируется 
въ нашемъ` мозгу и пробрётаеть преобладающее 
значене. Абстрактную логическую форну геометриче- 
скихъ теоренъ можно вполн$ форнулировать такинъ 
образонъ: '„Еели кавя-нибудь совокупности пред- 
метовъ обладають такими-то и такими-ло отвле- 
ченныйй свойствами, то онЪ ивВютъ и друпятаюя-то 
итак!я-тосвойетва“. Приэтомъ предъвашихъуметвен- 
вымъ взоромъ встаеть какзя-набудь совокунность 
точекъ, лишй, поверхностей и объемов въ про- 
странств5. Этоть примёръ неизбВжно встаеть 
предъ нами, онъ единственно и придаеть интересъ 
теорем. Но, несмотря на все евое значене, онъ 
является лишь примфромъ. 
` Холи разсмахривать геометрию съ математической 
точки арфе, 10 она окажется лишь отд ломъ боле 
общей науки о порядк®. Она можеть быть названа 
наукой о проетранственномъ порядкф. Мы вволикъ 
здёеь терминъ „пространственный“ съ пфлью пока- 
зать, что геометрЁя является только частью общей 
науки о порядкВ и изучаеть простыя соотношевя, 
позволяюдия переходить оть прямыхь лишй къ 
- влоскоетямь, а оть плоскостей ко всему простран- 
Легко понять, какое громадное практическое 
значене для создашя научнаго представлешя о 
зяфшнемь в:рф имфеть прострвиство. Съ одной 
стороны поняте о немъ переолетаатся съ разно- 
образными наними ощущемями и связываеть ихъ 
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воедино. Обычно принимаютъ, что мы осязаемъ. 
предметь въ томъ же самомъ ифетВ, гдё мы его 
видимъ, и даже въ ненормальныхъ влучаяхъ мы во 
всякомъ случаВ осязаемъ его вее-таки въ томъ же 
‚пространств, тдф мы его видимъ. Это явля- 
‘ется основнымъ факторомъ, связующимъ воедино 
наши разнообразиыя ощущешя. Въ этомъ смыслЪ 
повяте о пространств® нвляется общей составной 
застью всфхъ нашихь ощущенй. Далёе не надо 
забывать, что въ. пространств насъ больте всего 


.’ интересують его отвлеченвыя ‘свойства. Безъ пре- 


увеличеня ‘можно сказать, что. всякому свойству 
пространства соотвётетвуеть отвлеченное матема- 
тическое выражеше. Возьмемъ даже самый неблаго- 
прятный примёръ, накую-нибудь кривую, отличаю- 
щуюся особой красотой формы. Этой фориВ будуть 
какъ разъ соотвётетвовать ташя-то отвлеченныя 
математичеея свойства, которыя не. подходять.. 
другакъ формамъ. 

Резюмируемъ все. сказаиное выше. 1). Геометия 
изучаеть ТВ свойства предыетовъ,` который на 
подобе чиелимости принадлежать имъ, канъ тако- 
вымъ, безъ всякого отношещи къ какому-нибудь 
отдфлЬному способу воспрятя ихъ. 2) Поняте о 
проетранств® сопутствуетъ многимъ, если яе вобнъ; 
нашимъ ощущен ям, однако существовае въ одномъ 
пространств или въ какомъ нибудь простраяствъ 
вообще вовсе не явллется необходимымъ свойствомъ 
предметовъ. 


Глава ХУП. 


Величина. 


Въ предыдущей глав ны указывали, что длины 
измряются какой-нибудь единицей длины, поверх- 
ности—нфкоторой единицей поверхнобти, а объемы — 
какой-нибудь единицей объема. ы 

Если мы имфемъ цфлый рядъь величинъ, вапри- 
иВръ длины, для измфрешя которыхъ' можно пользо- 
ваться одной изъ нихъ, то ихъ называют одно- 
родными величинами. Такимъ образомъ однородны 
вс длины, всё поверхности ини объемы. Но по- 
верхности и дливы не являются однородныии вели- 
чинами, такъ же, какъ и поверхности в объемы. 
Интересно подробнфе разснотрфть то, что мы под- 
разумваемъ подъ измфримостью, пользуясь длмиой 
какъ примфромъ. 

Длины измфряются укаанымъ футокъ. Мы отнла- 
дываемь этоть футь вдоль извёстваго ыВста и на 
основащи этого судимъ о равенетвв длимт. Три 
смежныхь отрфзка, въ одинъ футь каждый, обра- 
зують одинъ цфлый отрЬзокъ длиной въ 3”фута. 
Такамтъ образоиъ для изыфрешя длинъ необходимо 
установить равенство и произвести сложеще ихъ. 
На основан измреня при помощи перекладыва- 
я указнаго` фута мы говоримъ, что длины разны, 
Если же мы еще производили измреше такъ, чтобы 
‚откаадываемыя длины были смежны и не перекры- 

15 
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вали другь друга, мы говоринт, что онф сложены 
и соетавляютъ одно цфлое. Но нельзя произвольно 
принимать любую мЁру за ибру равенства и любое 


_. двйетые ва дВйстые сложешя. Результаты дфйстыя 


сложешя и суждешя о разенетвв должны согласо-. 
каться съ навбстными предпосылками. Напримфрь; 
результать сложея двухъ ббльшихь длинъ дол- 
женъ быть больше суммы двухъ меньших длинъ. 
Эти предпосылки, вели онф правильно фориулиро- 
ваны, могуть быть иазнаны акоюнами величины. 
Что касается ихъ истинности или ложности, то 
единственный вопросъ, который можеть возникнуть 
по этому поводу, состоить воть въ чемъ; всегда ли, 
когда эти предпосылки удовлетворены, мы получим 
такъ пазываемыя величины? ели н®ФТЪ, то мы, 
значить, назвали ихъ „акоюмами величивы“, не 
имя основашя для этого,—воть и все. 

Акеюмы величины совершенно отвлеченны, такъ 
же, накъ и математическя свойства пространства. 
Он остаются одинаковыми для всёхъ величинъ и 
не предполагаютъ какого-либо особаго способа вос- 
зиррятЁя. Идеи, связанныя съ понящемъ о величин®, 
даютъ намъ епособъ дфлить на опредёленныя части 
такя непрерывныя сущности, вакъ лини, поверх- 
ности или объемы. Эти части затВмъ считаются: и 
такимъ образомъ числа могутъ быть использованы 
для точнаго опредфленёя свойствъ непрерывнаго 
дфлаго. 

Наше представлеше о течени времени п о по- 
слфдовательности событ. является самымт, каж- 
нымъ примфромъ примфнешя идей о ведичин.. 
Для изифрешя времени мы, какъ было указано въ 


— 297 — 


главф о перодичности, пользуемся повторяемостью 
сходныхъ явленй. Горфые евфчи одинаковой тол- 
щины, которое, происходить равномёрно дюймъ за 
дюйжомъ, движене земли по отношенно къ вепо- 
движнымъ звзданъ, вращене засовыхъ етрБлонь— 
воть примфры цодобныхъ повторен. Явлешя такого 
типа играють ту же роль, что указный футь при 
изиврени дляны. Вовсе нЪфтъ необходимости при- 
нимать, что продолжительность любого изъ этихъ 
типовъ явленй соверщенио одннанбва ири каждомъ 
повторени. Что дфйствительно необходнмо, такъ 
это существоваще празила, которое давало бы намъ 
возможность выразить относительную продолжитель- 
ность двухъ явленй одиого типа. Напримфрь, ны 
можемъ, если намъ угодио, предположить, что 
скорость вращеня земли уменышается и вслёдетые 
этого каждый день больше предшествующаго на 
нфлоторую имчтожную долю секунды. Такая гипо- 
теза даеть намь возможность сразимть продолжи- 
тельность двухъ послвдовательныхь дней. Въ дан- 
номъ случаф важно то, чтобы какой-нибудь рядъ 
цовторяющихся собъй, какъ напримръ послёдо- 
зательный рядъ дней, былъ принять за образцовый. 
Кели же различныя явлешя этого ряда окажутся 
нводинаковыми по продолжительности, то необхо- 
дино вывести законъ, который даваль бы возиож- 
ность опредфлить, положимъ, продолжительность 
одного дня по отношению къ другому, принятому 
ва единицу. 
Какимь требоваямъ долженъ удовдетворять 
такой законъ? Во-первыхъ, тё явлена, которыя 
: дюди въ обыденной жизни считають одинамовыми 
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что’ продолжительности, должны продолжаться при- 
‚ близительно одинаковое зремя и согласно нашему 
закову: Никогда. не сможеть добиться всеобщаго 
признавя такой заковтъ, согласно которомуотдёльныя 
* вуки сильно отличаются пругЪ оть друга по продол- 
жительности, а скорости одинаковыхь явлешй ко- 
деблются. въ слишкомъ широкихъ предфлахъ во- 
преки ‘очевидности. Слфдовательно, первое требо- 
ване, козорое мы прелъявляемъ мъ такому закону, — 
соотвфтетые здравому емыслу._Но этого мало. Здра- ^ 
вый смыблъ является поверхностнымь наблюдате- 
лем и ‘удовлетворийъь его Легко; Ноэтоиу мы преде- 
являбиь къ такому закону ‘еще одно ‚требоваше, ‘а 
имение: савыя малыя приложешя его долины быть 
таковы, чтобы цать возможность нанболье. просто 
``фбриулировать законъ природы. Напримръ, астро- 
номы говорятъ, что скороеть вращешя зенли умень- 
шаегея и продолжительность’ сутокъ увеличивается 
лостеценно па неизибримую, ничтожную долю се- 
кунды. Какъ‘было уже сказано мъ глав о перю- 
дичности, единственное основаше для этого утвер- 
ждешя состоить въ томъ, что иначе пришлось ‘бы, 
отказаться оть ньютоновскихь заноновъ движеня. 
Чтобы сохранить простую формулировку звконовтъ, 
движеня, пришлоеь измфнить мфру` времени. Это 
акть вполив закономёрный, поснольну въ немъ от- 
дають себ исный отчетъ, 

Все, что ‘было сказано выше относительно отвле- 
чевнаго характера математическихь саойствъ _про- 
странства, остается вфрйынъ и для времеви. Чуветво 
теченя времени сонровождаеть всё ваши ожуще-. 
из и зоспрята, Праитически все, что. нае `ивтея 
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ресуетъ во времени. находить 66бЪ параллель въ 
тЬхь отвлеченныхь математическихь свойетвахъ, 
которыя мы ему приписываемъ. И наоборотъ, все, 
что было сказано нами относительно двухъ требо- 
ван, которыя мы предъявляемъ къ закову для 
опредфлевя продолжительноети дия, остается в#р- 
нымъ для закона опредфленйя длины ярда—,напра- 
мфръ, укавной ярдъ долженъ оставаться неизмЕн- 
нымъ при измфренм. Поэтому изъ всякаго закона 
должно слёдовать, что длина ярда остается одинако- 
вой; если не считать мелкихъ измВненй. Соотв®т- 
ственно второму требован!ю необходимо создать опре- 
дьленное правило для мелкихъ измфнешй, которыя 
дзвали бы возможность наиболве просто формулиро- 
зать законы природы. Согласно съ этимъ предио- 
лагается, что во указные ярды расширяются и 
сжимаются съ температурой соотвфтственно козф- 
фищенту `расшвреня тьхъ веществъ, изъ которыхъ 
они сдвланы. - 

Если бы не тоть фактъ, что во ваши восприятя 
сопровождаются отущещемъ проетранственноети и 
продолжнтельности и что лини, поверхности, объемы 
и время всф являютея опредфленнаго рода величи- - 
нами, — теоря чиселъь играла бы въ изенВдова- 
нии законовъ вселенной второстёпенную роль. Какъ 
бы то ни было, наука о природЁ поковтея глав- 
нымъ обраломъ на идеяхь о числ, величин, про- 
странетвф и времени. Связанныя съ ней математн- 
чесыя науки не составляють всей математики, но 
онф являются, фундаментомь современной матема- 
тичесвой физики. ' 
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